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1 ểtéi ỂLoul 


Đây là cuốn sách bài tập dùng cho học sinh học theo chương 
trình Toán nâng cao lớp 10. 

Các bài tập trong sách được sắp xếp theo các chương, mục 
của Sách giáo khoa Hình học 10 Nâng cao. 

Phần lớn các bài tập trong sách nhằm củng cố kiến thức và 
rèn luyện kĩ năng giải toán cho học sinh theo mục tiêu của 
chương trình và SGK Hình học 10 nâng cao ; những bài tập 
này tương tự như các bài tập trong SGK. Vì vậy, học sinh làm 
được các bài tập đó sẽ có định hướng để giải các bài tập 
trong SGK. Ngoài ra còn có một số bài tập dành cho học sinh 
khá, giỏi. 

Cuối mỗi chương có các bài tập trắc nghiệm. Mỗi bài có bốn 
phương án trả lời, trong đó chỉ có một phương án đúng. 
Nhiệm vụ của học sinh là tìm ra phương án đúng đó. 

Các tác giả chân thành cảm ơn nhóm biên tập của ban Toán, 
Nhà xuất bằn Giáo dục tại Hà Nội đã giúp đỡ rất nhiều để 
hoàn thiện cuốn sách này. 


Các tác giả 
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hương I. 


VECTƠ 


A. CÁC KIÊN THỨC CO BẢN VÀ BỀ bài 
§ 1, §2, §3: Vectơ, tổng và hiệu của hai vectơ 

I - CÁC KIỂN THỨC Cơ BẢN 

1. Các định nghĩa : Vectơ, hai vectơ cùng phương, hai vectơ cùng hướng, 
vectơ - không, độ dài vectơ, hai vectơ bằng nhau. 

2. Định nghĩa tổng của hai vectơ, vectơ đối của một vectơ, hiệu của hai 
vectơ. Các tính chất vê tổng và hiệu của hai vectơ. 

3. Các quy tắc : 

Quy tấc ba điểm : Với ba điểm A, B, c tuỳ ỷ, ta luôn có AB + BC = AC. 

Quy tắc hình bình hành : Nếu ABCD là hình bình hành thì AB + AD = AC. 
Quy tắc về hiệu hai vectơ: Cho hai điểm A, B thì với mọi điểm o bất kì ta có 

ÃB = ÕB-ÕẴ. 


II-ĐỀ BÀI 

1. Cho hai vectơ không cùng phương ã và b Có hay không một vectơ cùng 
phương với hai vectơ đó ? 

2. Cho ba điểm phân biệt thẳng hàng A, B, c. Trong trường hợp nào hai vectơ 
AB và AC cùng hướng ? Trong trường hợp nào hai vectơ đó ngược hướng ? 

3. Cho ba vectơ a, b, c cùng phương. Chứng tỏ rằng có ít nhất hai vectơ 
trong chúng có cùng hướng. 

4 . Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (O). Gọi H là trực tâm tam 
giác ABC và B' là điểm đối xứng với B qua tâm o. Hãy so sánh các vectơ 

ÃH và Wc , ~ÃB' và ~HC. 
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5. 

6 . 


Chứng minh rằng với hai vectơ không cùng phương ã và b , ta có 


ã\- b < ã + b < \a\ + b . 


Cho tam giác OAB. Giả sử OA + OB = OM, OA - OB = ON. Khi nào 
điểm M nằm trên đường phân giác của góc AOB ? Khi nào điểm N nằm trên 
đường phân giác ngoài của góc AOB ? 


7. Cho hình ngũ giác đều ABC DE tâm o. Chứng minh rằng 

ÕĂ + ÕB + ÕC + ÕD + ÕẼ = 0. 


Hãy phát biểu bài toán trong trường hợp n-giác đều. 

8. Cho tam giác ABC. Gọi A' là điểm đối xứng với B qua A, B' là điểm đối 
xứng với c qua B, C' là điểm đối xứng với A qua c. Chứng minh rằng với 
một điểm o bất kì, ta có 


OA + OB + OC = OA' + OB' + OC'. 

9. Một giá đỡ được gắn vào tường như hình 1. 

Tam giác ABC vuông cân ở đỉnh c. Người 
ta treo vào điểm A một vật nặng 5N. Hỏi có 
những lực nào tác động vào bức tường tại 
hai điểm B và c ? 

10. Cho n điểm trên mặt phẳng. Bạn An kí hiệu 
chúng là Aj, A 2 ,..., A n . Bạn Bình kí hiệu 
chúng là Bị, B 2 ,..., B n . Chứng minh rằng 

A\Bỵ + A 2 B 2 + ... + A n B n = 0 . 



§4. Tích của một vecto vói một số 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1 

V 

1. Định nghĩa tích của vectơvới một số và các tính chất. 

2. Tính chất của trung điểm : 

-Điểm I là trung điểm của đoạn thẳng AB khi và chỉ khi ĨẢ + ĨB = õ. 
- Nếu I là trung điểm của đoạn thẳng AB thỉ với mọi điểm o ta có 

iõì = ÕÃ + ÕB. 
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3. Tính chất của trọng tâm tam giác : 

-Điểm G là trọng tâm tam giác ABC khi và chỉ khi GA + GB + GC = 0. 

- Nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì với mọi điểm o ta có 

3ÕÕ = ÕĂ + ÕB + ÕC. 

4. Điêu kiện để hai vectơ cùng phương : Điều kiện cần và đủ để vectơ b 
cùng phương với vectơ ã * 0 là có một số k sao cho b = ka. 

Điều kiện để ba điểm thẳng hàng : Ba điểm phân biệt A, B, c thẳng hàng 
khi và chỉ khi hai vectơ AB và AC cùng phương. 

5. Biểu thị một vectơ theo hai vectơ không cùng phương : 

Cho hai vectơ không cùng phương ã và b . Khi đó với vectơ X bất kì, luôn 
có cặp sô' duy nhất mvàn sao cho X = ma + nb . 

II-ĐỂ BÀI 

11. Cho ba điểm o, M, N và sók . Lấy các điểm M' và N’ sao cho 

ỠM’ = kÕM, ỠÃT = kÕN . 

Chứng minh rằng M’AT = kMN . 

12. Chứng minh rằng hai vectơ ã và b cùng phương khi và chỉ khi có cặp số 
m, n không đồng thời bằng 0 sao cho mã + nb = 0. 

Hãy phát biểu điều kiện cần và đủ để hai vectơ không cùng phương. 

13. Cho ba vectơ OA,OB,OC có độ dài bằng nhau và OA + OB + oc = 0. 
Tính các góc AOB, BOC, COA. 

14. Chứng minh rằng với ba vectơ tuỳ ý ã, b, c, luôn luôn có ba số a, p, Ỵ 
không đồng thời bằng 0 sao cho aã + Ị3b + ỵc =0. 

15. Cho ba điểm phân biệt A, B, c. 

a) Chứng minh rằng nếu có một điểm I và một số t nào đó sao cho 
IA - tlB + (1 - t)IC thì với mọi điểm /', ta có 

7\4 = t~r~B + (1 - t)rc. 

b) Chứng tỏ rằng ĨĂ = tlB + (1 - t)IC là điểu kiện cần và đủ để ba điểm A, 
B, c thẳng hàng. 
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s 

16. Điểm M gọi là chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k 1 nếu MA = kMB . 

a) Xét vị trí của điểm M đối với hai điểm A, B trong các trường hợp : 

k<0;0< k< 1 \k> 1 ; k = -1. 

b) Nếu M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k {k * 1 và k * 0) thì M chia 
đoạn thẳng BA theo tỉ số nào ? 

c) Nếu M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k (k * 1 và k* 0) thì A chia đoạn 
thẳng MB theo tỉ số nào ? B chia đoạn thẳng MA theo tỉ số nào ? 

d) Chứng minh rằng : Nếu điểm M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k ^ 1 thì 
với điểm 0 bất kì, ta luôn có 

— 04 -kÕB 

OM = ———. 

1 - k 

17. Cho tam giác ABC. Gọi M, N, p lần lượt là các điểm chia các đoạn thẳng 
AB, BC, CA theo cùng tỉ số k * 1. Chứng minh rằng hai tam giác ABC và 
MNP có cùng trọng tâm. 

18. Cho ngũ giác ABC DE. Gọi M, N, p, Q lần lượt là trung điểm các cạnh AB, 
BC, CD, DE. Gọi / và J lần lượt là trung điểm các đoạn MP và NQ. 

Chứng minh rằng IJIIAE và IJ = ị A£. 

19. Cho tam giác ABC. Các điểm M, N, p lần lượt chia ơác đoạn thẳng AB, 
BC, CA theo các tỉ số lần lượt là m, n, p (đều khác 1). Chứng minh rằng 

a) M, N, p thẳng hàng khi và chỉ khi mnp = 1 {Định lí Mê-nê-la-uýt ); 

b) AN, CM, BP đồng quy hoặc song song khi và chỉ khi mnp = -1 {Định lí 
Xê-va). 

20. Cho tam giác ABC và các điểm Aị, Bị, Cj lần lượt nằm trên các đường 
thẳng BC, CA, AB. Gọi A 2 , B 2 , c 2 lần lượt là các điểm đối xứng với Aị, B h 
Cj qua trung điểm của BC, CA; AB. Chứng minh rằng 

a) Nếu ba điểm Aị, B x , Cj thẳng hàng thì ba điểm A 2 , B 2 , c 2 cũng thế ; 

b) Nếu ba đường thẳng AA U BB X , cc l đồng quy hoặc song song thì ba 
đường thẳng AA 2 , BB 2 , cc 2 cũng thế. 
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21. Cho tam giác ABC, I là trung điểm của đoạn thẳng AB. Một đường thẳng d 
thay đổi luôn đi qua /, lần lượt cắt hai đường thẳng CA và CB tại A' và B'. 
Chứng minh rằng giao điểm M của AB' và A'B nằm trên một đường thẳng 
cố định. 

22. Cho điểm o nằm trong hình bình hành ABCD. Các đường thẳng đi qua o 
và song song với các cạnh của hình bình hành lần lượt cắt AB, BC, CD, DA 
tại M, N, p, Q. Gọi E là giao điểm của BQ và DM, F là giao điểm của BP 
và DN. Tìm điểu kiện để E, F, o thẳng hàng. 

23. Cho ngũ giác ABCDE. Gọi M, N, p, Q, R lần lượt là trung điểm các cạnh 
AB, BC, CD, DE, EA. Chứng minh rằng hai tam giác MPE và NQR có 
cùng trọng tâm. 

24. Cho hai hình bình hành ABCD và AB'C'D' có chung đỉnh A. Chứng minh 
rằng 

a) BB' + CT + ~DD' = õ ; 

b) Hai tam giác BCD và B’CD’ có cùng trọng tâm. 

25. Cho hai điểm phân biệt A, B. 

a) Hãy xác định các điểm p, Q, R, biết: 

ÌPĂ + 3PB = õ ; -2QẮ + QB = 0 ; RA-3RB = õ. 

b) Với điểm o bất kì và với ba điểm P,Q,RỜ câu a), chứng minh rằng : 

ÕP = ịõĂ + ịõB ; ÕQ = ĨÕẢ -ÕB ; ÕR = -ịõẴ + ịÕB. 

J J ' Á* Á* 

26. Cho điểm o cố định và đường thẳng d đi qua hai điểm A, B cố định. Chứng 
minh rằng điểm M thuộc đường thẳng d khi và chỉ khi có số a sao cho 

ÕM = aÕẴ+ (l-a)ÕB. 

Với điều kiện nào của a thì M thuộc đoạn thẳng AB ? 

27. Cho điểm o cố định và hai vectơ u, V cố định. Với mỗi số m ta xác định 

• ■ * 

điểm M sao cho OM = mu + (1 - m)v . Tìm tập hợp các điểm M khi m 
thay đổi. 

28. Cho tam giác ABC. Đặt CA-a ; CB = b. Lấy các điểm A’ và B' sao cho 
CA' = ma ; CB' = nĩ> . Gọi I là giao điểm của A'B và B'A. Hãy biểu thị 
vectơ Cl theo hai vectơ a và b. 
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29. Cho tam giác ABC và trung tuyến AM. Một đường thẳng song song với AB 
cắt các đoạn thẳng AM, AC và BC lần lượt tại D, E và F. Một điểm G nằm 
trên cạnh AB sao cho FGHAC. Chứng minh rằng hai tam giác ADE và BFG 
có diện tích bằng nhau. 

30. Cho hình thang ABCD với các cạnh đáy là AB và CD (các cạnh bên không 
song song). Chứng minh rằng nếu cho trước một điểm M nằm giữa hai 
điểm A, D thì có một điểm N nằm trên cạnh BC sao cho AN//MC và 
DN//MB. 

31. Cho tam giác ABC. Lấy các điểm A', B', C' sao cho 

~Ã r B = -2ÃT ; Wc = -2 Wa ; CA = -2CB. 

Đoạn thẳng AA' cắt các đoạn BB’ và CC’ lần lượt tại M và N, hai đoạn BB' 
và CC' cắt nhau tại p. 

a) So sánh các đoạn thẳng AM, MN, NA '. 

b) So sánh diện tích hai tam giác ABC và MNP. 

32. Cho tam giác ABC và ba vectơ cố định u, V, w. Với mỗi số thực t, ta lấy 

các điểm A’, B', C' sao cho AA' - tũ,BB' = tv,CC' = tw. Tìm quỹ tích 
trọng tâm G’ của tam giác A'B'C' khi t thay đổi. 

33. Cho tam giác ABC. 

a) Hãy xác định các điểm G, p, Q, R, s sao cho : 

GA + GB + GC = 0 ; 2PA + PB + PC = 0 ; QA + 3 QB + 2QC = õ ; 
RẮ-RB + RC = Ò ; 5SẦ-2SB -SC = Ó. 

b) Với điểm o bất kì và với các điểm G, p, Q,R,SỞ câu a), chứng minh rằng: 

ÕG = ịõẴ + ịõB + ịõC ; ÕP = iõĂ + ÍÕB + ịõC . 

ÕQ = ịõẴ + ịõẽ + ịõc ; ÕR = ÕĂ-ÕB + ÕC ; 

Õs = JỠÃ - Õầ - ịõc. 

34. Cho tam giác ABC và một điểm o bất kì. Chứng minh rằng với mọi 
điểm M ta luôn luôn tìm được ba số a, p, y sao cho a + p + ỵ = 1 và 

OM — aOA + POB + ỵOC. Nếu điểm M trùng với trọng tâm tam giác 
ABC thì các s 6 a , p, Ỵ bằng bao nhiêu ? 
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35. Cho tam giác ABC và đường thẳng d. Tìm điểm M trên đường thẳng d sao 
cho vectơ ũ = MA + MB + 2 MC có độ dài nhỏ nhất. 

36. Cho tứ giác ABCD. Với số k tuỳ ý, lấy các điểm M và N sao cho 

AM = kẠB và DN = kDC . Tìm tập hợp các trung điểm I của đoạn thẳng 
MN khi k thay đổi. 

37. Cho tam giác ABC với các cạnh AB = c, BC = a, CA = b. 

a) Gọi CM là đường phân giác trong của góc c. Hãy biểu thị vectơ CM 
theo các vectơ CA và CB. 

b) Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Chứng minh rằng 

alA + blB + cIC = õ. 


38. Cho tam giác ABC có trực tâm H và tâm đường tròn ngoại tiếp o. Chứng 
minh rằng 

à)ÕẴ + ÕB + ÕC = ÕĨÌ ; 
b)HẮ + ~HB + ĨĨC = ĨHÒ . 


39. Cho ba dây cung song song AAị, BBị, CCị của đường tròn ( o ). Chứng 

minh rằng trực tâm của ba tam giác ABCi, BCAị và CABị nằm trên một 
đường thẳng. 

40. Cho n điểm Aị, A 2 ,..., A n và n số kị, k 2 ,..., k n mà k ị + k 2 +... + k n = k * 0. 
a) Chứng minh rằng có duy nhất một điểm G sao cho 

kịGAị + k 2 GA 2 + ... + k n GA n = 0 . 

Điểm G như thế gọi là tâm tỉ cự của hệ điểm Aị, gắn với các hệ số kị. Trong 
trường hợp các hệ số kị bằng nhau (và do đó có thể xem các kị đều bằng 1), 
thì G gọi là trọng tâm của hệ điểm Aị 


b) Chứng minh rằng nếu G là tâm tỉ cự nói ở câu a) thì với mọi điểm o bất 
kì, ta cố 


OG = — Ị kị OAị + kỵ OA 2 + ... + 



41. Cho sáu điểm trong đó không có ba điểm nào thẳng hàng. Gọi A là một 
tam giác có ba đỉnh lấy trong sáu điểm đó và A' là tam giác có ba đỉnh là 
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ba điểm còn lại. Chứng minh rằng với các cách chọn A khác nhau, các 
đường thẳng nối trọng tâm hai tam giác A và A' luồn đi qua một điểm 
cố định. 

42. Cho năm điểm trong đó không có ba điểm nào thẳng hàng. Gọi A là tam 
giác có ba đỉnh lấy trong năm điểm đó, hai điểm còn lại xác định một 
đoạn thẳng 9. Chứng minh rằng với các cách chọn A khác nhau, đường 
thẳng đi qua trọng tâm tam giác A và trung điểm đoạn thẳng 9 luôn đi qua 
một điểm cố định. 

4 4 


§5. Trục toạ độ và hệ trục toạ độ 

I - CÁC KIỂN THỨC Cơ BẢN 

1. Định nghĩa về trục toạ độ, toạ độ của vectơ và của điểm trên một trục. 
Độ dài đại sô'của vectơ trên trục. 

2. Định nghĩa hệ trục toạ độ, toạ độ của vectơ và của điểm đối với hệ trục 
toạ độ. Môi liên hệ giữa toạ độ của vectơ và toạ độ các điểm đầu và điểm 
cuối của nó. 

3. Biểu thức toạ độ của các phép toán vectơ: Phép cộng, phép trừvectơvà 
phép nhân vectơ với số. 

4. Toạ độ của trung điểm đoạn thẳng và toạ độ của trọng tâm tam giác. 


II-ĐỀ BÀI 

43. Cho các điểm A, B, c trên trục Ox như hình 2. 

-* - • - • - —•-» « --- 

c 0 A B X 


Hình 2 

a) Tìm toạ độ của các điểm A,B,C. 

b) Tính AB, BC, CA, AB + CB, BA - BC, Ãẽ.ÃÃ. 
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44. Trên trục (ơ; i) cho hai điểm M và N cỏ toạ độ lần lượt là -5 và 3. Tìm 


toạ độ điểm p trên trục sao cho 

* 9 * 


PM _ 1 

PN ~ 2' 


45. Trên trục (ơ ; 7 ) cho ba điểm A, B, c có toạ độ lần lượt là - 4, - 5, 3. Tìm toạ 


—* —i —— — MA mr 

độ điểm M trên trục sao cho MA + MB + MC = 0. Sau đó tính == và ==. 

MB MC 

46. Cho a, b, c, d theo thứ tự là toạ độ của các điểm A, B, c, D trên trục Ox. 

a) Chứng minh rằng khi a + b * c + d thì luôn tìm được điểm M sao cho 

~MÃJ4B=~MCM. 

b) Khi AB và CD có cùng trung điểm thì điểm M ờ câu a) có xác định không ? 

Áp dụng. Xác định toạ độ điểm M nếu biết: 

a = -'í, b = 5, c = 3, d = -l. 


Các bài tập từ 47 đến 52 được xét trong mặt phẳng toạ độ Oxy 


47. Cho các vectơ a{ 1; 2), b(- 3; 1), c(-4 ; - 2). 

a) Tìm toạ độ của các vectơ 

^ _^ 1 -. 

u = 2a - 3b + c ; V = -a + ^b 



w = 3d + 2b + 4c 


và xem vectơ nào trong các vectơ đó cùng phương với vectơ i, cùng 
phương với vectơ 7. 

b) Tìm các số m, n sao cho ã = mb + ric . 


48. Cho ba điểm A{2 ; 5), 5(1 ; 1), C(3 ; 3). 

a) Tìm toạ độ điểm D sao cho AD = 3AB - 2AC. 

b) Tìm toạ độ điểm E sao cho ABCE là hình bình hành. Tìm toạ độ tâm 
hình bình hành đó. 


49. Biết M(x 1 ; J 1 ), N(x 2 ; y 2 ), P(x 3 ; ^ 3 ) là các trung điểm ba cạnh của một tam 
giác. Tim toạ độ các đỉnh của tam giác. 

50. Cho ba điểm A(0 ; -4), B( -5 ; 6), C(3 ; 2). 

a) Chứng minh rằng ba điểm A, B,c không thẳng hàng ; 

b) Tìm toạ độ trọng tâm tam giác ABC. 

51. Cho tam giác ABC có /4(-l ; 1), 5(5 ; -3), đỉnh c nằm trên trục Oy và 
trọng tâm G nằm trên trục Ox. Tìm toạ độ đỉnh c. 
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52. Cho hai điểm phân biệt A(x a ; y^) và B(x b ; ỵ B ). Ta nói điểm M chia đoạn 
thẳng AB theo tỉ số k nếu MA = kMB (k*l). Chứng minh rằng 

X A - kx B 

Xm ~ \-k 

__ yẠ - kyB 

yM ~ ì-k 

JỊỊ] Bài tạp ôn tạp chương I 

53. Tam giác ABC là tam giác gì nếu nó thoả mãn một trong các điều kiện 
sau đây ? 

a) \ÃB + Ãc\ = \ÃB - Ãc . 

b) Vectơ AB + AC vuông góc với vectơ AB + CA. 

54. Tứ giác ABCD là hình gì nếu thoả mãn một trong các điều kiện sau đây ? 

a) Ãc -BC = DC. 

b) DB = mDC + DA . 

55. Cho G là trọng tâm tam giác ABC. Trên cạnh AB lấy hai điểm M vằ N sao 
cho AM = MN = NB. 

a) Chứng tỏ rằng G cũng là trọng tâm tam giác MNC. 

b) Đặt GA = ã, GB = b. Hãy biểu thị các vectơ sau đây qua ã và b : 
GC,ÃC,GM,CN. 

56. Cho tam giác ABC. Hãy xác định các điểm M, N, p sao cho : 
ã) ÃĨĂ + MB- ĨMC = õ ; 

b) NẴ + Nầ + 2NC = õ ; 

c) PẴ-PB + 2 PC = õ. 

57. Cho tam giác ABC, với mỗi số k ta xác định các điểm A', B' sao cho 
AA' = kBC, BB' = kCA. Tìm quỹ tích trọng tâm G' của tam giác A'B'C. 
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58. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho hai điểm A(4 ; 0), B( 2 ; - 2). Đường 
thẳng AB cắt trục Oy tại điểm M. Trong ba điểm A, B, M, điểm nào nằm 
giữa hai điểm còn lại. 

Các bài tập trắc nghiệm chương I 

1. Cho tam giác đều ABC có cạnh a. Độ dài của tổng hai vectơ AB và AC 
bằng bao nhiêu ? 

' rị 

(A) 2a ; (B) a ; (C) ajĩ ; (D) 

2. Cho tam giác vuông cân ABC có AB = AC = a. Độ dài của tổng hai vectơ 
AB và AC bằng bao nhiêu ? 

(A) ay/ĩ ; (B)^p-; (C) 2a ; (D) a. 

3. Cho tam giác ABC vuông tại A và AB = 3, AC = 4. Vectơ CB + AB có độ 
dài bằng bao nhiêu ? 

(A) 2 ; (B) 2 VĨ 3 ; (C) 4 ; (D) VĨ3. 

4. Cho tam giác đều ABC có cạnh bằng a, H là trung điểm của cạnh BC. 
Vectơ CA-HC có độ dài bằng bao nhiêu ? 

(A)f; (B)|; (Q ■, (P)ĩẾ.. 

5. Gọi G là trọng tâm tam giác vuông ABC với cạnh huyền BC =12. Tổng hai 
vectơ GB + GC có độ dài bằng bao nhiêu ? 

(A) 2 ; (B) 2^3 ; (C) 8 ; (D) 4. 

6. Cho bốn điểm A, B, c, D. Gọi / và 7 lần lượt là trung điểm của các đoạn 
thẳng AB và CD. Trong các đẳng thức dưới đây, đẳng thức nào sai ? 

(A) 2ĨJ = ÃB + CD ; (B) 27 J = ÃC + BD ; 

(C) 27 J = ÃD+BC ; (D) 2 ĨJ + CĂ + DB = Õ. 

7. Cho sáu điểm A, B, c, D, E, F. Trong các đẳng thức dưới đây, đẳng thức 
nào sai ? 

(A) ÃD + BỄ+CF = AẼ + BD + CF ; (B) ÃD+BẼ+CF=ÃẼ+ BF+ CẼ ; 
(C) ÃD + BẼ +CĨ = ÃF + BD + CE D) ÃD + BẼ +CF = ÃF + BẼ + CD. 
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8 . Cho tam giác ABC và điểm / sao cho IA = 2 IB. Biểu thị vectơ Cl theo hai 
vectơ CA và CB như sau : 

(A) ã = — z2£í ; (B) C? = -CĂ + 2CỈ; 

(Q ă = ^±2“; (D) ã = a ịp.. 

9. Cho tam giác ABC và / là điểm sao cho IA + 2IB = õ. Biểu thị vectơ c/ 
theo hai vectơ CA và CB như sau : 

... — CẢ - 2CB —* —. . 

(A) Cl = — ; (B) Cl = -CA + 2CB ; 

(C) C7 = — + 2CÃ ; (D) ạ = — . 

10. Cho tam giác ABC với trọng tâm G. Đặt CA = ã,CB = b. Biểu thi vectơ 

* « 

AG theo hai vectơ ã và b như sau : 

(A) ÃG = 2ã ~ b ; (B) ÃG = -—-Ịr— ; 

3 

/n\ A /A Q —2 b > — 23 + /} 

(C) AC = ; (D) AC = ^ . 

11. Cho G là trọng tâm tam giác ABC. Đặt CĂ = ã, CB = Ĩ). Biểu thi vectơ 
CG theo hai vectơ ã và b như sau : 

(A) cc = ; (B) CG = 2(3 + b) ; 

(C) CG = Ị (D) cc = 2(3 ~ g) . 

3 3 

12. Trong hệ toạ độ Oxy cho các điểm A(1 ; -2), B(0 ; 3); C(-3 ; 4), D(-1 ; 8). 
Ba điểm nào trong bốn điểm đã cho là ba điểm thẳng hàng ? 

(A) A, B, c ; (B) B,C,D \ (C) A, B, D ; (D) A, c, D. 
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13. Trong hệ toạ độ Oxy cho ba điểm A( 1 ; 3), B(- 3 ; 4) và ơ(0 ; 3). Tìm toạ độ 

điểm c sao cho G là trọng tâm tam giác ABC. 

(A)(2;2) ; (B) (2 ;-2); (C) (2 ; 0) ; (D) (0 ; 2). 

14. Trong hệ toạ độ Oxy cho hình bình hành ABCD, biếtẨ = (1 ; 3), B = (-2 ; 0), 

c - (2 ; - 1 ). Hãy tìm toạ độ điểm D. 

(A) (2 ; 2) ; (B) (5 ; 2) ; (C) (4 ; -1) ; (D) (2 ; 5). 


B. LỜI GIẢI - IIIÓ\G DM - ĐÁP sô 


§1, §2, §3 : Vectơ, tổng và hiệu của hai vectơ 


1 . 

2 . 

3. 

4. 



Có. Đó là vectơ-không. 


AB và AC cùng hướng khi A không nằm 
giữa B và c, ngược hướng khi A nằm giữa B 
và c. 

Nếu ã ngược hướng với b và ã ngược hướng 

với c thì b và c cùng hướng. Vậy có ít nhất 
một cặp vectơ cụng hướng. 

(h. 3) Hãy chứng tỏ rằng AHCB' là hình bình 
hành. 

Từ đó suy ra Ãĩĩ = ~B r ẽ và ÃB’ = ĩĩc. 

(h. 4) Từ điểm o 'bất kì, ta vẽ OA = ã, 

AB = b , vì ã và b không cùng phương nên 
ba điểm o, A, B không thẳng hàng. Khi đó, 
trong tam giác OAB ta có : 

OA -AB< OB <OA+ AB 


hay là 


a 


- b 


< 


ã + b 


< 


a 


I + b . 



c 


A 



o B 

Hình 4 


2A- BT HlNH HỌC (NC) 
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6. Theo quy tắc hình bình hành, vectơ OM = OA + OB nằm trên đường chéo 
của hình bình hành có hai cạnh là OA và OB. Vậy OM nằm trên đường 
phân giác của góc AOB khi và chỉ khi hình bình hành đó là hình thoi, tức 

là OA = OB. Ta có oN = OA - OB = BA nên oN nằm trên đường phân giác 
ngoài của góc AOB khi và chỉ khi ON _L OM hay BA _L OM , tức là OAMB 
là hình thoi, hay OA = OB. 



(h. 5) 

Đặt w = 04 + ÕB + ÕC + ÕD + ÕẼ. 

Ta có thể viết: 

u = ÕẴ + (ÕB + ÕẼ) + (Õc + ÕD). 

Vì OA là phân giác của góc BOE và OB = OE 

nên tổng OB + OE là một vectơ nằm trên đường 
thẳng OA. 



, B 


Tương tự, vectơ tổng oc + OD là một vectơ cũng nằm trên đường thẳng OA. 
Vậy ũ là một vectơ nằm trên đường thẳng OA. Chứng minh hoàn toàn 

tương tự, ta có ũ cũng là một vectơ nằm trên đường thẳng OB. Từ đó suy 
ra ũ phải là vectơ - không : ũ = 0. 

Một cách tổng quát, ta có thể chứng minh mệnh đề : 

Nếu AiẠ 2 ....A n là n - giác đều tâm o thì OAị + OA 2 + ... + OA n = õ. 


8 . Ta có : 

ÕẴ + ÕB + ÕC 

= ÕA' + + ÕB' + bIì + ÕC' + cc 

= ÕA' + ÕB' + ÕC' + ÃB + BC + CĂ 
= ÕA' + ÕB' + ÕC'. 

9. (h. 6) Tại điểm A có lực kéo F hướng 
thẳng đứng xuống dưới với cường độ 

5N. Ta có thể xem F là tổng của hai 



Hình 6 
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28- BT HlNH HỌC(NC) 





vectơ Fị và F 2 lần lượt nằm trên hai đường thẳng AC và AB. Dễ dàng 
thấy rằng 

Fị I = |f| và 1^1 = |f| Vã. 

Vậy, có một lực ép vuông góc với bức tường tại điểm c với cường độ 5N, 
và một lực kéo bức tường tại điểm B theo hướng BA với cường độ 5v2 N. 

10. Lấy một điểm o nào đó, ta có 

AịBị + A 2 B 2 + ... + A n B n = OBị — OAị + OB 2 — OA 2 + ... + OB n — OA n 

= (ới?j + OB 2 + ... + OB n ) - + OA 2 + ... + OA n ). 

Vì « điểm Bị, B 2 ,..., B n cũng là « điểm Aị, A 2 , ..., A„ nhưng được kí hiệu 
một cách khác, cho nên ta có 

OĐị + OB 2 + ... + OB n = ỠA| + OA 2 + ... + OA n . 

Suy ra ^ 1^1 A 2 B 2 + ... + A n B n = 0. 

§4. Tích của một vectơ với một số 

11. Ta có M'N’ = ỠÃf' - ÕM' = kÕN - kÕM = k(ÕN - ÕM) = kMN . 

12. Nếu có mã + nb = 0 với m *0,tacóứ = -—ĩ ), suy ra ã và b cùng phưong. 

m 

Ngược lại, giả sử ã và b cùng phương. 

Nếu 3 = 0 thì có thể viết ma +Õb = Ò với m * 0. 

Nếu 3*0 thì có số m sao cho b = mã tức là mã + nb = 0, trong đó 
« = -1*0. 

Vậy điều kiện cần và đủ để 3 và b cùng phương là có cặp số m, n không 
đổng thời bằng 0 sao cho mã + «3 = 0. 

Từ đó suy ra 

Điều kiện cần và đủ để hai vectơ ã và b không cùng phương là nếu 
mã + «3 = 0 thì m = « = 0. 

13. Vì OA, OB, oc có độ dài bằng nhau nên o là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 

giác ABC. Lại vì OA + OB + oc = õ nên o là trọng tâm tam giác ABC. Suy 
ra ABC là tam giác đều. Vậy các góc AOB, BOC, COA đều bằng 120°. 
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14. • Nếu hai vectơ ã, b cùng phương thì có cặp số m, n không đồng thời bằng 0 

sao cho mã + nb = 0. Khi đó có thể viết aã + J3b + ỵc = 0, với a = m, 
p = n, ỵ = 0. 

• Nếu hai vectơ ã, ĩ) không cùng phương thì có các số a, p sao cho 
c - aã + pb , hay có thể viết aa + pb + ỵc =0 với ỵ = -1. 

15. a) Theo giả thiết: ỈA = tlB + (1 - t)IC, thì với mọi điểm /', ta có 

ĩĨ' + ~Fa = t(ĩĩ' + TU) + (1 - t)(ĩĩ' + Tc) = trầ + (1 - t)Tc + ĩĩ\ 

Suy ra TẢ = tT~B + (1 - t)Tc. 

b) Nếu ta chọn /' trùng với A thì có õ = tAB + (1 - t)AC, đó là điều kiện 
cần và đủ để ba điểm A, B, c thẳng hàng. 

16. a) Nếu k < 0 thì M nằm giữa A và B, hoặc trùng với A. 

Nếu 0 < k < 1 thì A nằm giữa M và B. 

Nếu k > 1 thì B nằm giữa A và M. 

Nếu k = -1 thì M là trung điểm của đoạn thẳng AB. 
b) Theo giả thiết: k * 0 và k * 1, ta có 


, ——. 4 ——. 1 — -. 

M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k MA = kMB MB = Ỵ MA 

/c 

o M chia đoạn thẳng BA theo tỉ sốỴ. 

/c 

c) • M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k <=> MA = kMB <=> MA=kÌMA + AB ) 

- * k — + 9 Ịí 

hay AM = - 7 —— AB A chia đoạn thẳng MB theo tỉ số ———. 

k 1 k — 1 

• M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k <=> MA = kMB <=> BA - BM = kMB 

—• i — ; „ . " . . 1 

•o BM = ——— BA B chia đoạn thắng MA theo tỉ số - . 

1 - k • 1 - k 

d) M chia đoạn thẳng AB theo tỉ số k o MA = kMB 

o OA — OM = k(OB — OM) (trong đó o là điểm bất kì) 

0 04 -kõẻ = (1 - k)ÕM 

_ 7^7 _ ÕẴ - kÕB 

1 — k 
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17. Gọi G là trọng tâm tam giác MNP thì ta có 

777} 777} , 7 ^ _ - GẢ-kGB _ GB - kõc , GC-kGA -7 
ƠM + GV + G/> = 0 <=> —7 —--— + —-—--— + ———7— = 0 

1 - r 1 - k 1 - k 

<=>G4 + Gfi + GC = Õ. 

Vậy G cũng là trọng tâm tam giác 45C. 



1 —; D 

= 2 AE. 7 


Vậy ỊJ = 4-AE. Suy ra UHAE và IJ 
19. a) (h. 8) 

Lấy một điểm o nào đó, ta có 


4ae. 

4 


——; ớ/4 - mOB 

OM = —^——— ; 


1 — m 


m = OB-nOC 


1 - n 



—r N B 

— OC-pOA 

uỵ - - Ĩ~JP -• Hình 8 

Để đơn giản tính toán, ta chọn điểm o trùng với điểm c. 


Khi đó ta có : 


CM = CA mCB _ CN = c^ . c/> 

1 - m 1 - rt 

Từ hai đẳng thức cuối của (1), ta có : 

CB = (\-n)CN, CA = ^-CP 

p 


-pCA 

1 -p 


( 1 ). 
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và thay vào đẳng thức đầu của (1), ta được : 

CM =-pỊ-C? - . 

p(l - m) \-m 

Từ bài toán 15b) ta suy ra điều kiện cần và đủ để ba điểm M, N, p thẳng 
hàng là : 

—ệ—ỉ— - —— = 1« p - 1 - pm{ 1 - n) = p( 1 - m) <=> mnp = 1. 

p{ 1 - nì) 1 — m 


b) (h. 9) 


Giả sử AN cắt BP tại I và giả sử I chia 
đoạn thẳng AN theo tỉ số X. Như vậy 
ba điểm p, I, B thẳng hàng và lần lượt 
nằm trên ba cạnh của tam giác CAN. 
Ta có p chia đoạn thẳng CA theo tỉ số 
p, Ị chia đoạn AN theo tỉ số X, B chia 

/2 

đoạn NC theo tỉ số ——— (suy từ giả 

n-l 



Hình 9 


thiết N chia đoạn BC theo tỉ số n). Vậy theo định lí Mê-nê-la-uýt ta có 

n , n - 1 

P-x.—r = 1 <=> X = —— 
n-l np 

Giả sử AN cắt CM tại và l' chia AN theo tỉ số x'. Như vậy ba điểm C, 
M thẳng hàng và lần lượt nằm trên ba cạnh của tam giác ANB. Ta có : 

I' chia đoạn AN theo tỉ số x', c chia đoạn NB theo tỉ số ———, M chia đoan 

1 -n 

BA theo tỉ số —. Vậy áp dụng định lí Mê-nê-la-uýt, ta có : 

x' ■ — --— = 1 <=>*' = m{\ - n ). 

1 — n m 

Ba đường thẳng AN, BP, CM đồng quy khi và chỉ khi Ị trùng r hay X = x’, 
có nghĩa là : 


n — 1 


= m( 1 -«)<=> mnp = -1. 
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+) Xét trường hợp AN và BP song song 
(h. 10). Ta có : 

ĂN = CN -CĂ = ~—CB - CẢ ; 

1 - n 

BP = CP-CB = -—rCĂ - CB. 

p-ỉ 


m 


CM = —04 - t^—CB. 

1 - m 1 - m 

Do AN//BP nên 

1 IX _ 1 . p _ 1 _p -1 

T~z '• ( _1 ) = _1: ~~r ° 

1 -n p -1 1 —n p 

<=> p = (1 - n){p - 1) o np = n - 1. 



M 


(*) 


Khi đó điều kiện cần và đủ để AN, BP và CM song song với nhau là CM 

— * —* CA — ĩìĩCB ——♦' 

cùng phương với AN . Vì CM = —r———, nên CM cùng phương với 


AN khi và chỉ khi ——— : (-m) = -1 <=> m(n - 1) = -1. 

1 - n 

Từ (*) và (**) ta suy ra mnp = -1. 




20. Ta gọi k, ỉ, m là các số sao cho AịB = kA]C ; BịC = ỈBịA ; CịA = mCịB. 


Chú ý rằng ba điểm Aị, Bị, c j lần lượt đối xứng với ba điểm A 2 , B 2 , c 2 
qua trung điểm đoạn thẳng BC, CA, AB nên ta có 

A 2 C = kA 2 B, B 2 A = ỈB 2 C ; C 2 B = mC 2 A. 


Từ đó bằng cách áp dụng định lí 
thuận và đảo của định lí Mê-nê-la-uýt 
(hoặc Xê-va) ta chứng minh được câu a) 
(hoặc câu b)). 

21. (h. 11) 

Đặt CB = mCB\ MB' = rĨMA. 

Xét tam giác ABB’ với ba đường đồng quy 
• là AC, BM và B’I (đồng quy tại A'). Vì 


A 
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IA = -IB nên theo định lí Xê-va, ta có -mn = -1 hay mn = 1. Từ 

MB' = nMA ta suy ra mMB' = mnMA = MA. Vậy ta có CB = mCB' và 

MA - mMB' , điều này chứng tỏ rằng CMIIAB. Vậy điểm M luôn nằm 
trên đường thẳng cố định đi qua c và song song với AB. 

22. (h. 12) Xét tam giác ABQ và ba điểm 

thẳng hàng M, E, D. Giả sử M chia AB AM B 

theo tỉ số m, E chia BQ theo tỉ số n và 
D chia QA theo tỉ số p, theo định lí 
Mê-nê-la-uýt ta có mnp = 1. 

Xét tam giác QNB và ba điểm o, E, c. 

Khi đó o chia QN theo tỉ số m, c D p ' c 

chia NB theo tỉ số n và E chia BQ Hình 12 

theo tỉ s Ốp. Vì mnp = 1 nên ba điểm 
o, E,c thẳng hàng. 

Cũng chứng minh tương tự, ta có ba điểm F, o, A thẳng hàng. Vậy để ba 
điểm E, o, F thẳng hàng, điều kiện cần và đủ là năm điểm A, c, E, F, o thẳng 
hàng, hay điểm o phải nằm trên đường chéo AC của hình bình hành 
đã cho. 



23. (h. 13) Với điểm G bất kì ta có : 

GM + GP + GẼ = ị(Õ4 + GB) + ị(GC + GD) + GẼ 

Á; 


= ị(GB + GC)+ị(GD + GE ) + UgE + GA) 

= GN + GQ + GR. 

Vậy GM + GP + GẼ = 0 

&GN + GQ + GR = 0. 

Suy ra trọng tâm hai tam giác MPE và NQR 
trùng nhau. 



Hình 13 


24 





24. (h. 14) 

_ _ B c 

a) BB' + C'C + DD' 

= ÃB'-ĂB + ĂC -ÃC' + ÃD' -ÃD 
= {ÃB' + ÃD') -ÃC'-{ÃB + Ãd) + ÃC 

= ÃC' -ÃC' -Ãc + ÃC = 0. 

b) Với điểm G bất kì ta có 

GB + GC' + GD 

= GB' + B r B + GC + CC' + GD' + ~D r D 
= GB' + GC + GD' + {Wb + CC' + D 7 d) 

_ v 4 _ ( Hình 14 

= GB' + GC + GD'. 

Suy ra : GB + GC' + GD = õ o GB' + GC + GD' = õ. 

Vậy trọng tâm hai tam giác BCD và B'CD' trùng nhau. 

25. a) • ĨPĂ + 3ĨB = õ o 2ĨĂ + 3 (pẴ + Ãb) = õ 

o 5Ã4 + 3ÃB = 0<^ÃP = ịÃB. . 

• -2QẴ + QB = õ o -2QẴ + QÃ + ÃB = 0 oÃQ = BA. 

• ~RẴ- 3RB = õ o Ã4 - 3(^4 + Ãẽ) = õ o ÃR = ịÃB. 

b) • 2PA + 3PB = õ o 2ÌÕĂ - Õp) + 3 (ÕB -Õp) = d 

o ÕP = |ỡÃ + |ỡ5 ; 

• - 2 (M + ÔỖ = Õ» - 2(04 - Õq) + {ÕỄ- Õq) = 6 

o ÕQ = 2ÕẢ - ÕB ; 

• ÃA - 3RB = õ o (ÕẴ - Õr) - 3ÌÕB - Õr) = õ 

«i = -ịõĂ + ịõầ. 

2 2 

26. Ta có : ỠM = «04 + (1 - a)ÕB <=> ỠM = «(Õ4 - Õb) + ÕB 

<=> OM - Ơ5 = a(OA - OB ) <=> BM = «5i4 <=> M <E ú?. 

* 

Vì 5M = a BA nên M thuộc đoạn thẳng ;4Z? khi và chỉ khi 0 < a < 1. 
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27. Lấy hai điểm A, B sao cho OA = ũ và OB = V thì theo bài 26, ta có 
OM = mũ + (1 - m)v khi và chỉ khi M nằm trên đường thẳng AB. 

28. Vì / nằm trên A'B và AB' nên có các số X và y sao cho : 

ã = xCA' + (1 - x)CB = yCẢ + (1 - y)CB' 

hay x.rriâ + (1 - x)b = yã + (1 - y)nb. 

Vì hai vectơ ã, b không cùng phương nên từ đẳng thức cuối cùng ta suy ra: 
mx = y và (1 - *) = n(l - y). Từ đó ta có 1 - X = n(ì — mx) = n — mnx 


hay X = 


1 — n 
1 - mn 


Vậy CI = 


29. (h. 15) 


m(ỉ - rí) 
1 - mn 


r 


ã + 


1 - 




1 — n 
1 - mn 


\ 


t _ m(X-rí) n(\-m)2 

b = T""- —a + —r 1 — —b . 


) 


1 - mn 


1 - mn 


Ta đặt CA = ci \CB = s. Khi đó CM = ị- 

2 

Vì E nằm trên đoạn thẳng AC nên có số k 

sao cho CE = kCA = lcã, với 0 < k < 1. 

Khi ăốCF = kCB = kb . 

Điểm D nằm trên AM và EF nên có hai số 
X và y sao cho 


A 



CD = xCA + (1 - x)CM = yCE + (1 - y)CF 


hay 


-» 1 — X 7 * _ -* 

xa + ———6 = kyã + k(l - y)b. 


Vì hai vectơ ã, b không cùng phương nên X = ky và 
rax = 2k- 1, do đó CD = (2 k - \)ã + (1 - k)ĩ>. 


] ~Y^- = k(l-y). Suy 


Ta có : 


ED = CD-CE = (2k - l)ã + (1 - k)b - kã = (1 - k)(b - ã) = (1 - k)ÃB. 

Chú ý rằng vì CF = kCB nên AG = kÃB hay ÃB + BG = kÃB, suy ra 
(1 - k)ÃB = GB. 
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Do đó ED = GB. Như vậy, hai tam giác ADE và BFG có các cạnh đáy ED 
và GB bằng nhau, chiều cao bằng nhau (bằng khoảng cách giữa hai đường 
thẳng song song) nên có diện tích bằng nhau. 


30. Gọi o là giao điểm của hai đường thẳng AD 
vầ BC (h. 16). 

Đặt OA = 3 ; OB = ĩ) ; OD = kã, khi đó 

Õc = kb (vì AB//DC). Giả sử ÕM = mã. 

Ta xác định điểm N trên BC sao cho 
AN IICM . Ta chứng minh rằng DNIIBM. 

Vì N nằm trên BC nên ON = nì). Khi đó 
~ÃN = ÕN -ÕẴ = nĩ> - a . 

Mặt khác CM = OM - oc = mã - kĩ). 


o 



Hình 16 


Vì AN // CM nên hai vectơ AN và CM cùng phương, tức là —— = —- 

rC ỉn 

hay n = — • Vậy ớĩv = — b. Từ đó DĨỈ = ÕN - ÕD = —b - ka. Lại có 
m m m 


BM = OM - OB = mã -ĩ) 





Vậy BM và DN cùng phương, hay DNIIBM. 
31 . (h. 17) 

a) Đặt CA = ã\CB = b. Theo giả thiết ta có : 



—>, CA + 2CB 

3 


——• 2 —23 

cs '=!“=t ; 

3 + 2 b 

I - • 


Vì M là giao điểm của AA' và BB' nên có các 
SỐ X và y sao cho : 


CM = xCA + (1 - x)CA’ = yCB + (1 - y)CB\ 


A 
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h T ,, . 2ã 

hay : xã + (1 - x)-- = yb + (1 - y)-g-- 

Vì hai vectơ ữ và b không cùng phương nên từ đẳng thức trên ta suy ra 

2(1 -y) ._1 - JC 


X = 


- va y = —— 
3 ^ 3 


4 v 1 
Giải ra ta được : X - -ỷ và y = —• 

Từ đó ta có 

CM = jCĂ + jCA' => y ÃM + |mÃ*' = 6 => MA = ~MA’ 

=> AM = ỊrAA' ; 

( 

CM = ịci + ịcB' => 4 MĨ? + %~MB' = õ => MĨ? = -6MĨf' 

7 7 7 7 

=>Mfl' = 4flfl'. 

7 

Tương tự, với M5' = Ậ 55 ' ta cũng có ./VA' = y AA'. 

Vì ẤM = |aẩ' nên MN = |aẩ'. 

7 7 

Tóm lại, ta c ó AM = MN = 3NA'. 

Tương tự : BP = PM = 3MB' và CN = NP = 3PC'. 

b) Gọi s là diện tích tam giác ABC. Từ giả thiết ta suy ra AB' = \aC, 
CA' = ịcB, BC' = 

Vậy ta có : $ 455 ' = S BCC ‘ = S CAA < = —S. 

Trong tam giác ABB\ ta có MB' = Ị-BB' nên 5. 

Tương tự : S AB ’ M = Sg£ 7 > = S CA > N = — s. 

Từ đó suy ra 

$MNP = $ABC - $ABB' ~ sBCC' ~ $CAA' + ^AB'M + sBC'P + $CA'N 

s 1 1 

= S ~ 3 -3 +3 -2Ĩ S = 7 S - 

Vậy $ABC — 7$MNP- 
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32. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC thì 


3 GG' = GA' + GB' + GC' = GA + AA' + GB + BB' + GC + CC' 
= ÃẤ' + BB' + CC' 

= tu + tv + tw = t(ũ + V + ỹp). 


Đặt ã = ũ + V + w thì vectơ ã cố định và GG' = 
9 * 


1 

3 tã ’ 


Suy ra nếu ã = 0 thì các điểm G’ trùng với điểm G, còn nếu 5^0 thì 
quỹ tích các điểm G’ là đường thẳng đi qua G và song song với giá của 
vectơ ã. 


33. a) • GA + GB + GC = õ <=> G là trọng tâm tam giác ABC. 

• 2PA + PB + PC=Ót> 2PẴ + 2 PD = õ (D là trung điểm của cạnh BC). 
Vậy p là trung điểm của trung tuyến AD. 

• QĂ + 3 QB + 2 QC = 0<^QẲ + QB + i{qB + Qc) = 0« 2 QẼ + 4 QD = õ 
(E là trung điểm của AB, D là trung điểm của BC) <=> QE + i{qE + ED ) = õ 

<^>ẼQ = \ẽD- 


• RẴ-RB + RC=doBẴ + RC=doCR = BẴ. 

• 5SẤ-2SỀ-sẽ =0 

<=> 5SA - 2(54 + ÃB)-(SẴ + ÃC) = Ó oÃS = -ÃB - ỷÃC. 

b) Hướng dẫn : Xuất phát từ câu a), hãy viết mỗi vectơ thành hiệu hai 
vectơ có điểm đầu là o. 

34. Vì hai vectơ CA và CB không cùng phưong nên ta có các số a và p sao cho 
CM = aCẢ + pCB, hay là ỠM - õc = a(õÃ - Õc) + p{ÕB - Õẽ). 

Vậy : ÕM = aÕẢ + pÕB + (1 - a - p)ÕC. 

Đặt y = \ - a - p thì a + p + ỵ = 1 vàớM = aOA + POB + ỵOC. 

Nếu M trùng G thì ta có OG = \^OA + OB + oc ). 

Vậy a = p= ỵ= ị- 
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35. Với mọi điểm o ta có : 

ũ = ~MẤ + ~MB + ĨMC = ÕẴ-ÕM + ÕB-ÕM + lịõc - Õm) 

= ÕẴ + ÕB + 2 Õc - 4 ÕM. 

Ta chọn điểm o sao cho V = OA + OB + 2 oc = õ . 

(Chú ý rằng nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì V = OA + OB + oc + oc 
= 3ỚƠ + oc = 4 OG + GC . Bởi vậy để V = õ, ta chọn điểm o sao cho 

GO = -rGC). Khi đó ũ = - 4 OM và do đó |iĩ| = 4 OM. Độ dài vectơ ũ 

4 i V 

nhỏ nhất khi và chỉ khi AOM nhỏ nhất hay M là hình chiếu vuông góc của 
o trên d. 

36. (h. 18) Gọi o, O' lần lượt là trung điểm 
của AD và BC, ta có : 

Õ0' = Uãb + dc). 

Vì o và / là trung điểm của AD và MN nên : 

Õĩ = ^{ÃM + dn) 

= UãB + Õc) = kõõ'. 

Vậy khi k thay đổi, tập hợp các điểm I là 
đường thẳng ờơ'. 

37. (h. 19) 

a) Theo tính chất đường phân giác, ta có : 

AM CA b 77 ? b 


B 



BM 


o —7 O TTỊt 

= —, suy ra MA = --MB. 
CB a a 


_, CA + --CB 

Từ đó ta có CM = -^- 

l + T 

a 


a 


CA + 


CB. 



a + b a + b 

b) Vì I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC nên AI là phân giác của 
tam giác ACM. Bởi vậy theo câu a), ta có thể biểu thị vectơ Ãỉ theo hai 
vectơ AM và AC. 
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77 _ AC 777 , AM 77 o o 

AI — 777 — 777 AM + —— — ttjAC — -—— - 

/4C + AM AC + AM , bc a + b 

b + ~r~-r 

a + b 


AM 


AB + 


bc 

“±P—ÃC 


b + 


a + b 


= b AB + • c AC = b (IB - ỉa) + (ic - IA ). 

a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c 

Suy ra : 


l- 


b + c 
ũ + b + c 


IA + 

J 


, IB + —ị- - /c = õ <=> aM + blB + cIC = õ. 
a + b + c a + b + c 


38. (h. 20) 

a) Gọi B' là điểm đối xứng với B qua o, ta có 
B'C -L BC. Vì H là trực tâm tam giác ABC nên 
AH 1 BC. Vậy AHII B'C. 

Chứng minh tương tự ta có CH I/ B’A. 

Vậy AB'CH là hình bình hành. Suy ra 

AH = B'C. Gọi D là trung điểm của BC thì 
OD là đường trung bình của tam giác BB'C nên 

ũc = 2ÕD . Vậy ~ÃH = 2ÕD. 



Từ đó, ta có OA = OH + HA - OH - AH = OH - 20D = OH -{oB + oc). 
Suy ra : OA + OB + oc = OH. 

b) Gọi G là trọng tâm tam giác ABC thì: 

~HẴ + ~HB + ~HC = 3 ~HÕ = 3 ~HO + 3ỠƠ = íĩĩô + ÕẤ + ÕB + ÕC. 


Kết hợp với kết quả của câu a), ta có : 

ĨĨẴ + HB + HC = ÍHÔ + ÕH = 2 HO. 


39. (h. 21) Gọi Hị, H 2 , H 3 lần lượt là trực tâm của các 

tam giác AổCị, BCA x , CABị. Theo kết quả bài 38, 
ta có : 

ÕH X =ÕẴ + ÕB + ÕÕI; 

Õĩf 2 = ÕB + Õc + ÕÃị ; 

Õĩf 3 =ÕC + ÕẴ + ÕBy 



Hình 21 
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Suy ra : 

ĨỤĨ 2 = Ỡ7£-Ỡ77J 

= ÕC-Õc[ + ÕA ỉ -ÕĂ = C^C + ÃA l , 

HịH 3 = Õĩĩ 3 - Õĩĩ x 

= ÕC -Õc[ + ÕẼI - ÕB = C^C + BẼI. 

Vì các dây cung AAị, BBị, CCị song song với nhau nên ba vectơ 
AA^BB^CCy có cùng phưcmg. Do đó hai vectơ HịH 2 và HyH 3 cùng 
phưcmg, hay ba điểm Hị,H 2 , H 3 thẳng hàng. 

40. a) Ta lấy một điểm o nào đó thì : 

k\GA\ + k 2 GA 2 + ... + k n GA n = 0 

o kị (õỊ - ÕÕ) + ( ÕÃ2 - Ộg) + - + k n (Ỡ4 - õơ) = 0 

<=> OG = — ị^k\OAy + k 2 OA 2 + ... + k n OA n j. 

Vậy điểm G hoàn toàn xác định vặ duy nhất, 
b) Suy từ câu a). 

41. Gọi A, B, c là ba đỉnh của tam giác A và D, E, F là ba đỉnh của tam giác A'. 
Gọi G và G' lần lượt là trọng tâm của tam giác A và A' thì với điểm I tuỳ ý, 
ta có : 

ĨẴ + ĨB + ĨC + ĨD + ĨẼ + ĨF = 3ÌĨG + ĨG'). 

Bởi vậy nếu chọn I là trọng tâm của hệ điểm A, B, c, D, E, F, tức là trọng 

tâm của hệ sáu điểm đã cho, thì I là điểm cố định và ỈG + IG' = ô. Vậy 
các đường thẳng GG’ luôn đi qua điểm I cố định (/ là trung điểm của đoạn 
thẳng GG r ). 

42. Gọi A, B, c là ba đỉnh của tam giác A và DE là đoạn thẳng 9. Gọi G là 
trọng tâm tam giác A và M là trung điểm của DE thì với điểm / tuỳ ý, ta có: 

ĨĂ + ĨB + ĨC + ĨD + ĨẼ = 3ĨG + 2 lũ. 

Bởi vậy nếu chọn / là trọng tâm của hệ điểm A, B, c, D, E, tức là trọng tâm 

của hệ năm điểm đã cho thì I là điểm cố định và 3 IG + 2 IM = õ. Vậy các 
đường thẳng GM luôn luôn đi qua điểm I cố định (và I là điểm chia đoạn 

2 

thẳng GM theo tỉ số -^). 
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§5. Trục toạ độ và hệ trục toạ độ 

v • • • « • • « 

43. a) A, B, c có toạ độ lần lượt là 2 ; 4 ; -3. 

b) AB= ỠB - ÕÃ = 4-2 = 2, BC = ÕC -ÕB = -7, 

CÃ = ÕÃ-ÕC = 5 ; 

ÃB + CB = ÃB -BC = 2 + 1 = 9 

~BÃ-~BC = -~ÃB-BC = -2+7 = 5 (hoặc BÃ-BC = CB+ BĂ = CÃ = 5) -, 
AB.BA = -AB 2 = -4. 

/ 

44. = = -ịo 2 Tũ = -PN o 2 (ỠM - õp) = -(Õ/V - õp) 

/>;v 2 

o ỠP = |(2ỠM + õiv) = ị[2.(-5) + 3] = 

Vậy điểm p có toạ độ là 

45. ÃĨA + ÃĨB + MC = 0 <=> 3MƠ + Õ4 + ỠỔ + ỠC = Õ 
o ÕM = ị(Õ4 + ÕB + Õc) 

o ỠM = ị{ÕÃ + ÕB + Õc) = |(-4 - 5 + 3) = -2. 

Vậy M có toạ độ là - 2. Khi đó : 

MÃ = 04 - ỠM = - 4 + 2 = -2, Mfi = -3, MC = 5. 

0 _ ~MĂ 2 ~MB 3 

Suy ra == = == = — 

M5 3 MC 5 

46. a) ~MĂMB=~MCMD 

oịÕÃ- ỡm)(ỡ5-ỡm) = (ÕC-ỡm)(ÕD-Õm) 

o ỠM.ÍỠD + ỡc - ỠÃ - Ỡ5Ì = ÕC.ÕD-ÕÃ.ÕB 
<=> ƠM.(í/ + c - ứ - b) = cd - ab. (*) 

^ 7777 cd - ab 

Do a + b * c + d nên OM = ———— 

d + c - a - b 


3A- BT Hlhn HỌC (NC) 
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b) Giả sử AB và CD có cùng trung điểm /. Khi đó 


OA + OB _0C + OD /_ —N 

2 “ 2 r ơ/ J’ 

hay a + b = c + d. Khi đó ab * cd (vì nếu ab = cd và a + b = c + d thì dễ 
dàng suy ra bốn điểm A, B, c, D không phân biệt). Vậy từ (*) ta suy ra 
điểm M không xác định. 

Áp dụng : Với a = -2, b = 5, c = 3, d = - 1 , ta thấy a + b c + d. Theo 
câu a), điểm M được xác định và ta có 


OM = cd ab , = 3 'ĩ l \ 2) f = -7- 
ư + c — ứ — —1 + 3 + 2 — 5 

Suy ra điểm M có toạ độ là -7. 

47. a) u =2ã-3b + c = (2.1 - 3.(-3) + (-4); 2.2 - 3.1 + (-2)) = (7 ;-l) 


3 _ . , 1? u 

ự = -5 3^ _ 2 ? = 


f 2 n 

0;-x 






vv = 3ữ + 2Ố + 4c = (-19 ; 0). 

Hai vectơ V và ý cùng phương, hai vectơ w và ỉ cùng phương. 


. X _7 , _ I -3/n — 4« = 1 

b) ữ = mứ + «c <=> <Ị <=> <: 

m - 2n = 2 


m = — 


3 

5 


n = - 


10 


48. a) Giả sử D = (x ; y). Khi đó 

ÃB = (-1; - 4), Ãẽ = (1; - 2); 

I 

ÃD = 3ĂB - 2Ãc oị X ~l = 

b - 5 = 3.M) 

Vậy D - (-3; - 3). 


-2.1 ịx = — 3 

- 2.(-2) Ịy = -3. 


b) Giả sử E= (X ; y). Từ ABCE là hình bình hành, suy ra AE = BC , do đó 


X - 2 = 2 


x = 4 


<=> 1 

y-5 = 2 [y = 7 


. Vậy E = (4 ; 7). 
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3B- BT HlNHHỌC (NO 



Tâm / của hình bình hành cũng là trung điểm của AC nên : 

/ 2 + 3 5 + 3 

u 


/ = 


V 


\ 

(5 A 

— 


/ 

l 2 J 


49. (h. 22) Giả sử tam giác ABC nhận M, N, p là trung điểm của các cạnh AB, 
BC, CA. Ta có 

MA =NP 


<=> 


í 


X A~ X M= X P~ X N 


<=> 



ựA - yM=yp-yN 

X A =x 1 + x 3 -x 2 

b/1 =yi+y3- V2- 

Suy ra A = (jfj + x 3 - x 2 ; y } + y 3 - y 2 ). 

Tương tự ta tính được : 

B = {x { + x 2 - x 3 \y l +y 2 - y 3 ), c = (X 2 + x 3 - Xị ; y 2 + y 3 - yj). 

. —. ..... —. ' 5 10 —: „ —: ., . 

50. a)AB = (-5 ; 10) ; AC = (3 ; 6). Do -ị * nên AB và AC không cùng 

3 6 

phương, suy ra A, B, c không thẳng hàng, 
b) Toạ độ trọng tâm G của tam giác ABC là : 

G = 


ÍO-5 + 3 -4 + 6 + 2) 

* 


(2 4) 

* 

3 ’ 3 

V J J ) 


3 ’ 3 


51. G(x c ; 0) e Ox, C(0 ; y c ) e Oy 


-1 + 5 + 0 


Xn = 


1 — 3 + V/- 


<=> < 


Xr- = — 


= 2 - 


í 


Vậy G = 


\ 




5 ;0 


, c = (0 ; 2). 


) 


52. MA = kMB <=> 


X A~ X M - k( x B ~ X M ) 

\y A -y»đ= k(y B - y»f) 


X M = 


_ *A 


<=> ị 


ỉ-k 

v _ yA-^B 
y “- l-k 


(k * 1). 


Khi k = -1 thì 


X M = 


X A +X B 


y*f = 


y A tlB 


, M là trung điểm của AB. 
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Bài tập ôn tập chương I 

53. a) Gọi M là trung điểm của BC thì từ giả thiết suy ra 2AM = BC. Vậy tam 
giác ABC vuông tại A. 

b) Từ giả thiết, ta có : 

(Ã5 + Ãc).(Ã5 + CẢ) = 0 <» (Ã5 + ÃCÌ.ÍÃB - Ãc) = 0 

<=> AB 2 - AC 2 = 0. 

Vậy tam giác ABC là tam giác cân, đáy BC. 

54. a) Ta có Ãc -BC = DC oÃC + CB = DC oÃB = DC. Vậy ABCD là 
hình bình hành. 

b) DB = mDC + DA <=> DB - DA = mDC <=> AB = mDC . Vậy ABCD là 
hình thang. 

55. a) Gọi I là trung điểm của MN thì I cũng là trung điểm của AB, do đó : 

GM + GN = GẴ + GB = 2GỈ. 

Suy ra GM + GN + GC = GA + GB + GC = õ. Vậy G cũng là trọng tâm 
tam giác MNC. 

b) GC = -ã -b ; Ãc = GC-GẴ = -2a-b. 

GM = GẮ + ÃM =ã + Ub-a)= — ~ 

—t —. —2 T* 4ã + 

CN = CA + AN = 2ã + b + ị(b - ã) = ■ 

56. a) Gọi I là trung điểm của AB thì MA + MB - 2MC = õ khi và chỉ khi 

2 ffi-Ãfc) = Õ o Cỉ =0. 

Khồng có điểm M nào như thế. 

b) Vẫn gọi I như trên thì : NA + NB + 2NC = õ <=> 2 (NI + ~NC) = õ. Vậy 
N là trung điểm của IC. 

c) PẦ-PB + 2PC = ÒoBẴ + 2PC = ÕoPC= ỊtÃB . Vậy nếu lấy D 
sao cho ABCD là hình bình hành thì p là trung điểm của CD. 
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57. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC, ta có 


3GG' = AA' + BB' + cc = kBC + kCA + 0 
= kịlĩc + CẤ\ = kBẤ. 

Từ đó suy ra quỹ tích các điểm G’ là đường thẳng đi qua G và song song 
với đường thẳng AB. 

58. Giả sử M = (0 ; y), ta có ÃB = (-2 ; - 2), ĂM = (-4 ; y). Vì bađiểmA,B,M 

thẳng hàng nên AB và AM cùng phương, suy ra y = - 4. Vậy M = (0 ; - 4), 

khi đó ÃB = (-2 ; - 2), ĂM = (-4 4), suy ra ĂM = 2ÃB. Vậy điểm B 

nằm giữa hai điểm A và M. 


Các bài tập trắc nghiệm chương I 


1. (C) 

2. (A) 

3. (B) 

4. (D) 

5. (D) 

6 . (A) 

7. (B) 

8 . (B) 

9. (C) 

10. (D) 

11. (A) 

12. (C) 

13. (A) 

14. (B). 
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hương II. 


TÍCH VỐ HIIỨNG CỦA HAI VECTƠ 
VÀ ÚNG DỤNG 


A. CÁC KIĨÁ THỨC Cơ BẢN VÀ »Ề BÀI 


§1. Giá trị lượng giác của một góc bất kl 

(Từ 0° đến 180°) 


I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 


- Định nghĩa các giá trị lượng giác của một góc. 

- Dấu của các giá trị lượng giác của các góc. 

- Liên hệ giữa các giá trị lượng giác của hai góc bù nhau, hai góc phụ nhau. 

cos(180° - a) = -cos a ; sin(180° - a) = sina. 

cos(90° - a) = sinor ; sin(90° - à) = cosor (0° < a < 90°). 


II - BÀI TẬP 


1 . 


2 . 


3. 


Cho biểu thức p = 


3cos a + 4sina 


cosa + sina 

a) Với góc a nào thì biểu thức không xác định ? 

b) Tim giá trị của p biết tana = -2. 

Tính giá trị của mỗi biểu thức sau : 

a) cos0° + cos20° + cos40° + cos60° + ... + cosl40° + coslốO 0 + cosl80°. 

b) tan5°tanl0°tanl5° ... tan80°tan85°. 


a) Chứng minh rằng sin 2 * + cos 2 x = 1 (0° < * < 180°), 

b) Tim sin* khi cosx = - -r- 

3 

c) Tìm cosx khi sin* = 0,3. 

x 2 

d) Tìm cosx và sin* khi sin* - cosx = 

«3 
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4. a) Chứng minh rằng với mọi góc a khác 90°, ta có 1 + tan ữ = 2 

cos a 

b) Chò tan* = -5, hãy tìm các giá trị lượng giác còn lại của góc *. 

,1 

5. a) Chứng minh 1 + cot a = —-— với a ^ 0° và a ^ 180°. 

sin 2 a 

b) Cho cot b = 3, hãy tìm các giá trị lượng giác còn lại của góc b. 

6 . Cho biết sin 15° = — - 

4 

a) Tính tan 15°. 

b) Chứng minh 2sinl5°cosl5° = sin30°. 

7. Biết sin* + cos* = m. 

a) Tìm sin*.cos*. 

b) Tìm sin 4 * + cos 4 *. 

c) Tìm sin 6 * + cos 6 *. 

d) Chứng minh rằng -yỊĨ < m < 4Ĩ. 

8 . Biết tana + cota = k. 

2 2 

a) Tìm tan a + cot a. 

b) Tìm tan 4 ứ + cot 4 ứ. 

c) Tìm tan 6 a + cot 6 a. 

d) Chứng minh : l&l > 2. 


§2. Tích vô hưóng của hai vectơ 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Định nghĩa tích vổ hướng của hai vectơ và các tính chất. 

2. Biểu thức toạ độ của tích vô hướng : 

Nếu ũ = (*;y), V = (*';y') thì ũ.v = **'+ ỵỵ'. 

3. Độ dài của vectơ và góc giữa hai vectơ: Nếu u(x;y),v = (*';y') thì 

\u\ = Jx 2 + y 2 ; cos(iĩ, v) = ■ ^ + J= (với M * Õ,v * õ). 

Jx 2 +y 2 .Jx' 1 +y’ 2 



II-ĐỀ BÀI 

9. Tam giác ABC vuông ở A và có hai cạnh AB = 7, AC = 10. 

a) Tìm côsin của các góc Ịaổ, AC j ; Ịaổ, Bc\ ; í AB, CB j; 

b) Gọi H là hình chiếu của A trên BC. Tính HB.HC. 

10. Cho tam giác ABC có AB = 7, AC = 5, Ă = 120°. 

a) Tính các tích vô hướng AB.AC và AB.BC. 

b) Tính độ dài trung tuyến AM của tam giác ( M là trung điểm của BC). 

11. Tam giác MNP có MN = 4, MP = 8, M = 60°. Lấy điểm E trên tia MP 

và đặt ME = k MP . Tìm k để NE vuông góc với trung tuyến MF của tam 
giác MNP. 

12. Tam giác ABC có các cạnh AC = b, AB = c, BAC - a và AD là phân giác 
của góc BAC ( D thuộc cạnh BC). 

a) Hãy biểu thị vectơ AD qua hai vectơ AB, AC. 

b) Tính độ dài đoạn AD. 

13. Chứng minh công thức sau (với hai vectơ 3 vầb bất kì): 

ã.b = ã + b - \a\ 2 - \b\ ). 

14. Tam giác ABC có AB = c, BC = a, AC = b. 

a) Tính các tích vô hướng AB.BC và AB.AC. 

b) Tính độ dài trung tuyến AM của tam giác ABC. 

15. Tính độ dài các đường phân giác trong và phân giác ngoài của một tam 
giác theo độ dài ba cạnh của tam giác đó. 

16. Cho ba vectơ ã, b, c khác ổ. Trong trường hợp nào đẳng thức sau đây đúng: 
( a.b)c = ã(b.c) ? 

17. Cho hai điểm cố định A, B có khoảng cách bằng a. 

a) Tim tập họp các điểm M sao cho MA.MB = k. 

b) Tìm tập hơp các điểm N sao cho AN. AB = la 2 . 
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18. Cho điểm A cố định nằm ngoài đường thẳng À, H là hình chiếu của A trên A. 
Với mỗi điểm M trên À, lấy điểm N trên tia AM sao cho AN. AM = AH 2 . Tìm 
tập hợp các điểm N. 

19. Cho đa giác đều AịA 2 --. A n nội tiếp trong đường tròn (o ; R) và một điểm 
M thay đổi trên đường tròn đó. Chứng minh rằng : 

a) cos MOAị + cos MOA 2 + ... + cos MOA n = 0 ; 

b) MAị + MAỊ + ... + MAị có giá trị không đổi. 

20. Cho tam giác ABC có AB = c, BC = a, CA = b. Gọi M là điểm sao cho 

BM = kBC . Tính độ dài đoạn thẳng AM. Xét trường hợp đặc biệt khi 



21. Cho tam giác ABC có AB = c, BC = a,CA = b. Đặt 

ũ = (ab.bc) CA + (bc.cấ)ãb + (ca.ãb)bc 

Chứng minh rằng 


/ 


a) u = - abc 




_ d CA _ _„AB , _ , BC 

cos£>— r- + cosC--1- C0Si4— 

b c a 


\ 


) 


b) Nếu ABC là tam giác đều thì u = õ ; 


c) Nếu u = 0 thì ABC là tam giác đều. 

22. Tứ giác ABCD có hai đường chéo AC và BD vuông góc với nhau tại M. 
Gọi p là trung điểm đoạn thẳng AD. Chứng minh rằng : MP -L BC khi và 

chỉ khi ~MĂMC = MB.ÃĨD. 

23. Cho hình vuông ABCD, điểm M nằm trên đoạn thẳng AC sao cho 
AM = Gọi N là trung điểm của đoạn thẳng DC. Chứng minh rằng 
BMN là tam giác vuông cân. 

24. Cho AA' là một dây cung của đường tròn (ơ) và M là một điểm nằm trên 
dây cung đó. Chứng minh rằng 2MA.MO = MA(MA — MA'). 
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25. Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn (ơ) và một điểm M sao cho 
các góc AMB, BMC, CMA đều bằng 120°. Các đường thẳng AM, BM, CM 
cắt đường tròn ( o) lần lượt tại A', B' và C'. Chứng minh rằng : 

MA + MB + MC = MA'+ MB’+ MC'. 

26. Cho n điểm A x , A 2 ,...,A n và n số k x , k 2 ,..., k n với kị +&2 +••• + &„ = k (k* 0). 

a) Chứng minh rằng có một và chỉ một điểm G sao cho 

k x GA x + k 2 GA 2 + ... + k n GA n = 0. 

b) Tìm quỹ tích những điểm M sao cho : kịMAị + ÌOỵMÁị + ... + k n MÁ% = m, 
trong đó m là một số không đổi. 

27. Cho tam giác ABC không vuông. 

a) Gọi AA’ là đường cao của tam giác ABC. Chứng minh 

(tan B)Wầ + (tan C)Wc = õ . 

b) Gọi H là trực tâm tam giác ABC. Chứng minh 

, (tan A)HĂ + (tan B)ĨĨB + (tan C)HC = õ. 


28. Cho một điểm o bất kì nằm trong tam giác 
AịA^-ị. Gọi Bị, B 2 , B 3 lần lượt là hình 
chiếu của o trên AịA 2 , /4 2 /4 3 , Ay 4j. Đặt 

7* _ aaỌẼL 
ơ) “ ^2 OBy ’ 

T - \ A 0^2 

ÕT = A.A. ■ 

Chứng minh rằng ứị + 02 + Oị =0. 



Chú ý. Kết quả trên đúng với đa giác AịA 2 ...A n bất kì {định lí Con Nhím). 
Trên hình 23, a k = A k A k+x (xem A n+Ỉ = A x ), a x + «2 + ••• + = õ (các 

vectơ ạ k được gọi là các "lông nhím"). 
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29. Cho hai đường thẳng AB, CD cắt nhau ở điểm M. Chứng minh rằng bốn 
điểm A, B,c, D cùng thuộc một đường tròn khi và chỉ khi 

MĂ.MB = MC.MD. 

30. Cho đường thẳng AB cắt đường thẳng A ỎM và một điểm c trên A 
(C khác M). Chứng minh rằng Á là tiếp tuyến của đường tròn {ABC) khi và 

chỉ khi MC 2 = MA. MB. 

31. Cho hai đường tròn không đồng tâm (ỡ; R ) và (ỡ' ; /?')• Tìm tập hợp các 
điểm M sao cho & m0i R) = & mo .' R y 

32. Trong đường tròn 9ữ(0 ; R) cho hai dây cung AA', BB’ vuông góc với nhau 

ở điểm s và gọi M là trung điểm của AB. Chứng minh rằng SM -L A'B'. 

33. Cho điểm p cố định nằm trong đường tròn (O ; R) và hai điểm A, B chạy 
trên đường tròn đó sao cho góc APB luôn bằng 90°. Gọi M là trung điểm 
của dây AB và H là hình chiếu của p xuống AB. Chứng minh rằng M, H 
luôn cùng thuộc một đường tròn cố định. 

34. Cho tam giác ABC ngoại tiếp đường tròn (/) và (J) là đường tròn bàng tiếp 
góc A của tam giác. Chứng minh rằng trục đẳng phương của hai đường 
tròn đó đi qua trung điểm của cạnh BC. 

35. Cho điểm M nằm trong góc xOy và gọi Mị, M 2 lần lượt là hình chiếu của 
M trên Ox, Oy. 

a) Vẽ đường tròn (©) qua Mị, M 2 , đường tròn này cắt hai cạnh Ox, Oy lần 

lượt ở Nị, N 2 . Kẻ đường thẳng vuông góc với Ox ở N J và đường thẳng 
vuông góc với Oy ở N 2 , giả sử hai đường thẳng đó cắt nhau ở N. Chứng 
minh ON 1 M X M 2 . 

b) Chứng minh rằng khi (©) thay đổi nhưng vẫn đi qua Mị và M 2 thì điểm 
N luôn thuộc một tia Oz cố định và lOy = MONị. 

(*) Đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác ABC là đường tròn tiếp xúc với cạnh BC và 
với phần kéo dài của các cạnh AB, AC. Tâm của đường tròn này chính là điểm 
đông quy của đường phân giác trong của góc A và các đường phân giác ngoài 
của góc B và c. 
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36. Cho đường tròn đường kính AB và đường thẳng A vuông góc với AB ở tì. 
(H không trùng với A và B). Một đường thẳng quay quanh tì cắt đường 
tròn ở M, N và các đường thẳng AM, AN lần lượt cắt A ở M', N'. 

a) Chứng minh rằng bốn điểm M, N, M', N' cùng thuộc một đường tròn 
) nào đó. 

b) Chứng minh rằng các đường tròn ) luôn đi qua hai điểm cố định. 

37. Cho đường tròn (ỡ ; R) và điểm A không thuộc đường tròn đó. Đường 
thẳng A quay quanh A cắt (O ; R) ở M và N. Xác định vị trí của A để một 
trong ba điểm A, M, N cách đều hai điểm kia. 

38. Cho đường tròn đường kính AB, H là điểm nằm giữa AB và đường thẳng Ạ 
vuông góc với AB tại H. Gọi E, F là giao điểm của đường tròn và A. Vẽ 

đường tròn tâm A, bán kính AE và đường tròn (€) bất kì qua tì, B. Giả sử 

hai đường tròn đó cắt nhau ở M và N, chứng minh rằng AM vắ AN là hai 

tiếp tuyến của ). 

39. Cho hai điểm p, Q nằm ngoài đường tròn (/) cố định với IP * IQ. 

a) Vẽ đường tròn ọê ) bất kì đi qua p, Q. Chứng minh rằng trục đẳng 
phương của ọể ) và (/) đi qua một điểm cố định. 

b) Hãy nêu cách vẽ đường tròn đi qua p, Q vạ tiếp xúc với đường tròn (/). 

40. Cho tứ giác ABCD có các cạnh AB, CD kéo dài cắt nhau ở £ và các cạnh 
AD, BC kéo dài cắt nhau ở F. Chứng minh rằng các trung điểm của các 
đoạn AC, BD và EF cùng thuộc một đường thẳng ( đường thẳng Gao-xơ của 
tứ giác). 

41. Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn ( o ; R), có đường cao AA'. 
Gọi E, F tương ứng là hình chiếu của A’ trên AB, AC và J là giao điểm của 
EF với đường kính AD. 

a) Chứng minh rằng AA' là tiếp tuyến của đường tròn (A'JD). 

b) Tìm điều kiện của AA' để ba điểm E, F, o thẳng hàng. 

42. Cho ba điểm A, B, c thẳng hàng, B ở giữa A, c và đường thẳng A qua A. 

a) Chứng minh rằng có hai đường tròn cùng đi qua B, c và cùng tiếp xúc 
v ới A. 
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b) Chứng minh rằng khi A quay quanh A, các đường tròn đi qua B và hai 
tiếp điểm của A với hai đường tròn ở câu a) luôn đi qua một điểm cố định 
khác B. 

43. Cho đường tròn đường kính AB có dây cung CD vuông góc với AB. Với 
mỗi điểm M chạy trên đường tròn đó (khác với c và D ), kẻ các đường 
thẳng AM, BM lần lượt cắt đường thẳng CD ở J và /. 

a) Chứng minh rằng từ điểm p bất kì cố định trên đường thẳng AB, có thể 
kẻ được hai tiếp tuyến đến đường tròn ( MIJ ). 

b) Kẻ các tiếp tuyến AT, AT' đến đường tròn (MIJ) ợ, T là các tiếp điểm). 
Chứng minh rằng T, T' luôn thuộc một đường tròn cố định. 

44. Chứng minh rằng : Trong tam giác, trung điểm các cạnh, chân các đưòng cao 
cùng thuộc một đưòng tròn (ú)) và đường tròn (ểu) cũng đi qua trung điểm của 
các đoạn thẳng nối mỗi đỉnh với trực tâm tam giác (đường tròn chín điểm 

hay đường tròn ơ-le của tam giác). 

45. Trong mặt phẳng toạ độ cho 3 = (1; 2); b = (-3 ; 1); c - (-4 ;-2). 

Tính ã.b\ b.c ; c .3 \ 3.(b + c); 3.(b - c). 

46. Cho các vectơ a (-2 ; 3), b(4 ; 1). 

a) Tính côsin của góc giữa mỗi cập vectơ sau : 

3 và b ; 3 và ỉ ; b và j ; 3 + b và 3 - b ; 

b) Tìm các số k và / sao cho vectơ c = kã + ỉb vuông gỏc với vectơ 3 + b. 

c) Tìm vectơ d biết 3.d = 4 và b.d = -2. 

47. Cho hai điểm A(-3 ; 2) và B(4 ; 3). Tìm toạ độ của 

a) Điểm M trên trục Ox sao cho tam giác MAB vuông tại M. 

b) Điểm N trên trục Oy sao cho NA = NB. 

48. Cho ba điểm A(-l ; 1) và B (3 ; 1), C(2 ; 4). 

a) Tính chu vi và diện tích của tam giác ABC ; 

b) Tìm toạ độ trực tâm H, trọng tâm G và tâm I của đường tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC. Hãy kiểm nghiệm lại hệ thức IH = 3 IG . 
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49. Cho bốn điểm A(-8 ; 0), B (0 ; 4), C(2 ; 0), D {-3 ; -5). Chứng minh rằng tứ 
giác ABCD nội tiếp được trong một đường tròn. 

50. Biết A(1 ; -1) và B {3 ; 0) là hai đỉnh của hình vuông ABCD. Tìm toạ độ 
các đỉnh c và D. 


§3. Hệ thức lượng trong tam giác 

Trong tam giẳc ABC ta thường kí hiệu : 

• a,b,c lần lượt là độ dài các cạnh đối diện với các đỉnh A, B, c. 

• m a , m b , m c lần lượt là độ dài các trung tuyến ứng với các cạnh a, b, c. 

• h a , h b , h c lần lượt là độ dài các đường cao ứng với các cạnh a, b, c. 

• p = ~2 + c là nửa chu vi tam giác, s là diện tích tam giác. 

\' 

• R là bán kính đường tròn ngoại tiếp, r là bán kính đường tròn nội tiếp. 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Định lí côsin : a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cos A 

* 

2. Định lí sin : = - 7 ^— = - 7 ^— = 2 R. 

sin A sin B sin c 

7 ,I.V __. 2 _ b 2 +c 2 a 2 

3. Công thức trung tuyền : mị = — - 

2 4 

4. Công thức tính diện tích tam giác : 

s = ịah a . 
s = IrbcsìĩiA. 

Áđ 

s = ~ 

4 R 
s = pr. 

s = yịpĩp - a)(p - b)(p- c) (công thức Hê-rông). 
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II - ĐỂ BÀI 


51. Cho tam giác ABC có độ dài các cạnh a = 3, b = 4, c = 5,2. Hỏi trong các 
kết luận sau, kết luận nào đúng ? 


a) A là góc nhọn. 

b) B là góc tù. 

c) c là góc nhọn. 

d) c là góc tù. 

52. Tam giác ABC có độ dài ba cạnh a, b, c thoả mãn hệ thức a = 6 4 + c 4 . 

a) Chứng minh B < A và c < A. 

b) Chứng minh rằng tam giác ABC có ba góc nhọn. 

53. Tính cạnh thứ ba của tam giác ABC trong mỗi trường hợp sau : 

ã) a = 7 ; b= 10 ; c = 56°29'. 

b) a = 2; c = 3; B = 123°17\ 

c) b = 0,4 ; c= 12 ; Ă = 23°28'. 

54. Tính Các cạnh và góc còn lại của tam giác ABC trong mỗi trường hợp sau : 


a) a = 109 ; B = 33°24'; c = 66°59'. 

: Ă = 67°23'. 


b) a = 20 ; 6=13 ; 

55. Tam giác ABC có B = 60°; c = 45° ; BC 

a) Tính độ dài hai cạnh AB, AC. 

. s ~ Vó - yỈ2 

b) Chứng minh COS75 = - -7— — 


= a. 


56. Tam giác ABC có c = 35, b = 20, A = 60°. 


a) Tính chiều cao h a . 

b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác. 

c) Tính bán kính đường tròn nội tiếp tam giác. 

57. Tam giác ABC có các cạnh AB = 3, AC = 7, BC = 8. 

a) Tính diện tích của tam giác. 

b) Tính bán kính các đường tròn nội tiếp, ngoại tiếp của tam giác. 
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58. Chứng minh rằng trong tam giác ABC ta có : 

_ . , _ a 2 +b 2 +c 2 

cot/4 + cot5 + cot c =- — - R. 

abc 

59. Chứng minh rằng trong tam giác ABC ta có : 

a) b 2 - 2 = a(bcosC - ccosB). 

b) ( b 2 - c 2 )cosA = a(ccosC - bcosB). 

c) sinC = sinAcos5 + sinScosA. 

60. Tam giác ABC có BC = 12, CA =13, trung tuyến AM = 8. 

a) Tính diện tích tam giác ABC. 

b) Tính góc B. 

61. Tam giác ABC có * 1. Chứng minh rằng : 

b m c 

2cotA = C0t5 + cotC. 

62. Tìm quỹ tích những điểm có tổng bình phương các khoảng cách đến bốn 
đỉnh của một tứ giác bằng k 2 không đổi. 

63. Chứng minh rằng hai trung tuyến kẻ từ 5 và c của tam giác ABC vuông 
góc với nhau khi và chỉ khi có hệ thức sau : 

cot/4 = 2(cot5 + cotC). 

64. Chứng minh rằng khoảng cách d từ trọng tâm tam giác ABC đến tâm 
đường tròn ngoại tiếp của tam giác đó thoả mãn hè thức 

2 . 1 2 2 
2 2 = a +b‘+c 

9 

65. Chứng minh rằng trong mỗi tam giác, khoảng cách d từ tâm đường tròn nội 
tiếp đến tâm đường tròn ngoại tiếp thoả mãn hệ thức 

d 2 = R 2 - 2 Rr ịHệ thức ơ-le) 

66. Cho điểm M cố định trên đường tròn (O ; R) và hai điểm N, p chạy trên 
đường tròn đó sao cho NMP = 30°. 

a) Tìm quỹ tích trung điểm / của NP. 

b) Xác định vị trí của N, p để diện tích tam giác MNP đạt giá trị lớn nhất. 
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67. Kẻ các đường cao AA', BB\ CC' của tam giác nhọn ABC. 

a) Chứng minh rằng B'C' = 2flsinAcos/4. 

b) Lấy Aị, A 2 lần lượt là điểm đối xứng với A' qua AB, AC. Chứng minh 
rằng chu vi tam giác A'B'C' bằng độ dài đoạn thẳng A X A 2 . 

c) Chứng minh hệ thức : 

sinAcos/4 + sinZ?cosfi + sinCcosC = 2sinAsinJ?sinC. 

68. Từ một vị trí quan sát A cố định trên bờ biển, người ta muốn tính khoảng 
cách đến một vị trí B trên mặt biển bằng giác kế (máy đo góc). Em có thể 
làm việc đó bằng cách nào ? 

69. Cho tứ giác ABCD có AB = a, CAB = a, DBA = p, DAC = a\ CBD = fi\ 
Tính độ dài cạnh CD. 

70. Cho tam giác ABC có trọng tâm G. Gọi A', B', C' lần lượt là hình chiếu của 
G trên các cạnh BC, CA, AB của tam giác. Hãy tính diện tích của tam giác 
A'B'C' biết rằng tam giác ABC có diện tích bằng 5 và khoảng cách từ G đến 
tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đó bằng d, bán kính đường tròn ngoại 

tiếp bằng R. 

\ 

71. a) Chứng minh rằng nếu a là góc nhọn thì cos(a + 90 °) = - sina. 

b) Cho tam giác nhọn ABC có các cạnh a, b, c và diện tính s. Trên ba cạnh 
và về phía ngoài của tam giác đó dựng các tam giác vuông cân A'BC, 
B'AC, C'AB ( A', B', C' lần lượt là đỉnh). Chứng minh rằng : 

A'B' 2 + B'C' 2 + C'A' 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 65. 

72. Cho tứ giác ABCD nội tiếp được và có các cạnh a, b, c, d. Chứng minh 
rằng diện tích tứ giác đó được tính theo cồng thức sau : 

S = iJ(p - a){p - b)(p - c)(p-d), trong đó p là nửa chu vi tứ giác. 

73. Cho tam giác cân có cạnh bên bằng b nội tiếp trong đường tròn (0 ; R). 

a) Tính côsin của các góc của tam giác. 

b) Tính bán kính đường tròn nội tiếp tam giác. 

c) Vói giá trị nào của b thì tam giác đó có diện tích lớn nhất ? 

74. Cho tam giác ABC. Gọi r a là bán kính đường tròn bàng tiếp góc A. Chứng minh 
rằng diện tích tam giác ABC tính được theo công thức : 

s = {p- à)r a . 


4A- BTHỈNH học (NC) 
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75. Cho tam giác ABC có bán kính đường tròn nội tiếp bằng r và các bán kính 
đường tròn bàng tiếp các góc A, B, c tương ứng bằng r a , r b , r c . 

Chứng minh rằng nếu r = r a -r b -r c thì góc A là góc vuông. 

76. Cho tam giác ABC có độ dài ba trung tuyến bằng 15 ; 18 ; 27. 

a) Tính diện tích của tam giác. 

b) Tính độ dài các cạnh của tam giác. 

77. Giải tam giác ABC biết 

a) a = 6,3 ; b = 6,3 ; c = 54°. 

b) ứ = 7 ; b = 23 ; c = 130°. 

78. Giải tam giác ABC biết 

a) c = 14 ; Ă = 60° ; B = 40°. 

b) c = 35 ; Ă = 40° ; c = 120°. 

79. Giải tam giác ABC biết 

a) a = 14 ; ố =18 ; c = 20. 

b) a = 6 ; b = 7,3 ; c = 4,8. 

80. Trên ngọn đồi có một cái tháp cao lOOm (h. 24). Đỉnh tháp B và chân tháp 

c nhìn điểm A ở chân đồi dưới các góc tương ứng bằng 30° và 60° so với 
phương thẳng đứng. Xác định chiềụ cao HA của ngọn đồi. 

81. Một vật nặng p = 100N được treo bằng sợi dây gắn trên trần nhà tại hai 

điểm A, B (h. 25). Biết hai đoạn dây tạo với trần nhà các góc 30° và 45°. 
Tính lực căng của mỗi đoạn dây. 
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4B- BT HlNH HỌC(NC) 


l|Bài tộp ôn tộp chương II 

82. Tìm giá trị của mỗi biểu thức sau 

A = 2sin30° - 3cos45° + 4cos60° - 5sinl20° + 6cosl50°. 

B = 3sin 2 45° - 2cos 2 45° - 4sin 2 50° - 4cos 2 50° + 5tan55° cot55°. 

83. Cho tam giác đều ABC có I, J lần lượt là trung điểm của AB, AC. Tìm 

cos(AB, AC), cos(Afi, BC ), cos (BJ, BC ), cos (AB, BJ), cos (BJ, CI). 

84. Cho tam giác cân có góc ở đáy bằng a. Chứng minh rằng 

2sino;cosa = sin2a. 

85. Cho tam giác đểu ABC có cạnh bằng 1. Gọi D là điểm đối xứng với c qua 
đường thẳng AB, M là trung điểm của cạnh CB. 

a) Xác định trên đường thẳng AC một điểm N sao cho tam giác MDN 
vuông tại D. Tính diện tích tam giác đó. 

b) Xác định trên đường thẳng AC điểm p sao cho tam giác MPD vuông tại M. 
Tính diện tích tam giác đó. 

c) Tính côsin của góc hợp bởi hai đường thẳng MP và PD. 

- 5^3 

86. Cho tam giác ABC có A = 60°, a = 10, r = —— 

a) Tính R. 

b) Tính b, c. 

87. Biết rằng tam giác ABC có AB= 10, AC = 4 và A = 60°. 

a) Tính chu vi của tam giác. 

b) Tính tan c. 

c) Lấy điểm D trên tia đối của tia AB sao cho AD = 6 và điểm E trên tia 
AC sao cho AE = X. Tìm X để BE là tiếp tuyến của đường tròn ( ADE ) 
(( ADE ) là đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE). 

88. Cho điểm D nằm trong tam giác ABC sao cho DAB = DBC = DCA = ọ. 
Chứng minh rằng 

a) sin 3 ộ?= sin(/4 - ộ?).sin(B - ộ?).sin(C - <p). 

b) coiọ = COL4 + cotB + cotC. 
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89. Cho điểm M nằm trong đường tròn (ớ) ngoại tiếp tam giác ABC. Kẻ các 
đường thẳng MA, MB, MC, chúng cắt lại đường tròn đó lần lượt ÒA', B', C'. 
Chứng minh rằng : 


S A 'B'C’ _ ơ? 2 -MQ 2 ) 3 


S ABC ( MA.MB.MC Ý 

90. Cho dây cung BC của đường tròn yỏiỌ ; R) ( BC < 2R). 

a) Hãy dựng đường tròn tâm / tiếp xúc với OB ở B và tiếp xúc vói oc ở c. 

b) Với mỗi điểm M trên đường tròn (/), kẻ các đường thẳng MB và MC, 
chúng lần lượt cắt lại đường tròn (9d) ở B' và C'. 

Chứng minh rằng B'C' là đường kính của đường tròn (). 

91. Trong tam giác ABC kẻ các đường cao AA', BB’, CC' và gọi H là trực tâm 
của tam giác. 

a) Chứng minh A'B.A'C - -A’H.A'A. 

b) Gọi J là một giao điểm của AA ' với đường tròn ) đường kính BC. 

Chứng minh rằng các đường thẳng BC, B’C’ và tiếp tuyến tại J của (ĩo ) 
đồng quy. 


Các bài tập trắc nghiệm chương II 


cosl50° bằng 





(A)I; 


(C)f ; 

(D) 

£ 
2 ■ 

sin 120° bằng 

V 





(A) ^ ; 

«>f : 

(C) 0,7 ; 

(D) 

£ 
2 ■ 

(A) sin 91° > sin 92° ; 

(B) sin 91° 

< sin 92° ; 


(C) sin 91° = sin 92° ; 

(D) sin 92° 

<0. 
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4. (A) COSỈ35 0 = cos 45° ; (B) COSỈ35 0 > cos45° ; 

(C) cos 135°=- cos 45° ; (D) cos 135° = 3cos 45°. 

5. Tam giác ABC có AB = 5,AC = 7, BAC = 120° thì 

(A) ÃB.ÃC = 35 ; (B) ÃB.ÃC = 17,5 ; 

(C) ÃB.ÃC = -35 ; (D) Ãẽ.ÃC = -17,5. 

6. Nếu M, N, p thẳng hàng thì 

(A) M/V.M? = MN.MP ; (B) MA.M? = MÃ.MP ; 

(C) MA.M? = -MN.MP ; (D) MA.M? =-MÃ.MP . 

7. Trong tam giác ABC có 

(A) a 2 = b 2 + c 2 - bccosA ; (B) a 2 = ò 2 + c 2 + bccosA ; 

(C) a 2 = b 2 + c 2 — 2bc cos A ; (D) a 2 = ò 2 + c 2 + 2ÒC cos A. 

8. Nếu tam giác ABC có a 2 < b 2 + c 2 thì 

(A) A là góc tù ; (B) A là góc vuông ; 

(C) A là góc nhọn ; (D) A là góc nhỏ nhất. 

9. Trong tam giác ABC có 

(A) a = 2R cos A ; (B) a = 2R sinA ; 

(C) a = 2R tanA ; (D)a=/?sinA. 

10. Trong tam giác ABC có 

/ * N ... b + c + c 

(A) m a = —ị— ; (B) m a > —; 

(C) m a < ; (D) m a = b + c. 
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B. LỜI GIẢI ■ HƯỚNG DẪN - DÁP số 


§1. Giá trị lượng giác củá một góc bất kì (từ 0° đến 180°) 


1. 


2 . 


a) Biểu thức không xác định khi cosứ + sinứ = 0 hay a = 135°. 

b) Chia cả tử và mẫu của biểu thức cho cosứ ^ 0, ta tính được p = 5. 

a) Lưu ý cosO 0 + cosl80°= cos20° + cosl60° = ... = cos80° + coslOO 0 = 0. 

b) Lưu ý tan5°.tan85° = tànl0°.tan80° = ... = tan45° = 1. 

ĐS .■ a) 0 ; b) 1. 


3. (h. 26) a) sirư = OQ, cosx = OP, 

sinx + cos 2 x = OQ 2 + OP 2 = OM 2 = 1. 


b) sirư 




cos X = 


2sÍ2 


c) COS.X = ±Vl - sin 2 * = ±-y/ 0 , 91 . 


d) Giải hệ 


sinjt-cos X = 
sin 2 * + cos 2 * = 1. 


ÍÌC . -• VĨ4+2 _VĨ4-2 

ĐS : sin* = ——— ; cos* =--- 



Hình 26 


4. 


, . , 2_ . . sin 2 ứ cos 2 ứ + sin 2 ứ 

a) 1 + tan a = 1 + - 


1 


cos 2 a 


cos 2 a 


cos 2 ứ 


b) Áp dụng tarư.cot* = 1 để tính cot*. 


Ap dụng câu a) ta có 


1 


cos 2 * 


= 1 + (- 5 )- 


„ 2... _ 
cos X = 


1 


26 


Vì tan* < 0 nên cos* < 0, suy ra cos* = —J=- 

V26 

Từ sin* = cos*.tan*, hãy tính sin*. 

ĐS : cot* = - 4 , cos* =-;L=, sin* = Ể— • 

5 V26 V26 


- \ 1 _ 2 . . cos 2 ứ sin 2 ứ+cos 2 ứ 

5. a) 1 + cot a - 1 + 


1 


sin 2 ứ 


sin 2 ứ 


sin 2 ứ 
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b) ĐS : tanỉ» = ị-, sinử = —j =, cos b = — 7 = 

3 Vĩo Vlõ 


. . 2^0, í Vẽ-V2Ì _ 8 + 2VĨ2 

6. a) cos 15=1- ———- =-—-— 

4 16 


_ (Vẽ ) 2 + 2V6V2 + (Vĩ ) 2 + V2) 2 

16 16 

Do 15° < 90° nên cosl5° > 0, suy ra cosl5° = —■ + —■ 

4 


,ani 5 ° = ịz 4 = ụụặL . 2 _VJ. 

cosl 5 ° Vó + V2 6-2 

U N /■* . , _ „1 -(>_/■) >/6 - V2 Vó + V2 1 . -^0 

b) 2sinl5 COSỈ5 = 2 ~ -—— - = — = sin 30 . 

4 4 2 


a) Bình phương hai vế và áp dụng bài 3a). ĐS: sirưcos* = 


m 2 -1 


b) sin 4 * + cos 4 * = (sin 2 *) 2 + (cos 2 *) 2 = (sin 2 * + COS 2 *) 2 - 2sin 2 *.cos 2 * 


= 1 - 


( m 2 - l) 2 1 + 2/n 2 - m 4 


c) Viết lại sin 6 * + cos°* = (sin z *) :> + (cos z *) J rồi sử dụng hằng đẳng thức 


• 2 s3 


2 \3 _£• 


a + ỉ? = (a + bý - 3ab(a + b ). 


ĐS: 


-3 /Tí 4 + 6 m 2 + 1 


, B t .,.2 2 - 

d) Từ giả thiết suy ra sin* = m - cos*. Lại có sin * + cos * = 1. 

Từ đó dẫn đến cos* là nghiệm của phương trình 2 1 2 - 2mt + m 2 - 1=0 
nên A' > 0, từ đó suy ram 2 <2 hay -V 2 < m < V 2 . 

8. a) tan 2 a + cot 2 a = (tana + cotư) 2 - 2tanacota = k 2 - 2. 

b) tan 4 a + cot 4 a = (tan 2 a + cot 2 a) 2 - 2tan 2 a.cot 2 a = (k 2 - 2) 2 - 2 

= k 4 -4k 2 + 2. 
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c) tan <2 + cot 6 a = (tan 2 <2 + cot 2 a ) 3 - 3 tan 2 < 2 .cot 2 a(tan 2 <2 + cota) 

= (k 2 - 2) 3 - 3(k 2 - 2) 

= (k 2 - 2)(k 4 - 4k 2 + 1). 

d) Cách 1. Do tan <2 và cota cùng dấu nên ltan <2 + cotal = Itanal + lcotal 

mà Itanal + lcotal > 2>/ltanứUcota| = 2, suy ra Itana + cotal > 2 hay l&l > 2. 

Cách 2. TỊiay coto = —— dẫn đến tan a - k tan <2 + 1 = 0. Vậy tana là nghiệm 

tan <2 

của phương trình X 2 — Ấ:+ 1 = 0 nên A = k 2 - 4 > 0 hay I k > 2. 


§2. Tích vô hướng của hai vectơ 


(h. 27) a) ịAB, ác) = 90° nên cosÍAB, Ac\= 0. 
Ọà,Bc\ = 180°- ABC nên 

cosÍAB, Bc\ = -cos ABC = r— - 
v ' VĨ49 

ỊaB, = ABC nên COS^AB, = ■' • 

b) ĨĨB.ĨĨC = HB.HCcos 180° = -HB.HC = -AH 2 . 



Hình 27 


Theo hệ thức trong tam giác vuông 


AH 


_Ị_ _Ị_ 
AB 2 + AC 2 


149 

4900’ 


„ , „2 _ 4900 - _ 7 - 7 — 4900 

suy ra AH = ^ • Vậy HB.HC = 

10. a) ÃB.ÃC =AB.AC. cosl20°= ~. 

2 

AB.BC = ÃB ịÃC - ~Ãb\ = Ãê.ÃC - ~ÃẼ = - 


35 .. 133 

-r- - 49 = - —r- 


b) M là trung điểm của BC nên AM = ^ AB + AcỴ suy ra 

AM =J AB +AC +2.AB.AC = i-(49 + 25 - 35) = 

^ V ) 4 4 

ị —:- 


AM = 
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<=> k = 


11. (h. 28) NE = NM + ME = kMP - MN, 

~MF = ị(~MP+~M n) 

NE -L MF <=> Ịm? + WNỴ[kMP - ~Mn\ = 0 
MTV.ỊmP + Mv) _ Mỹy.MP + MÃT 2 

mp.{mp+mn) ~ MP 2 + ~mnmp 

_ 16 + 16 2 
" 64 + 16 “ 5' 

12. (h. 29) a) Theo tính chất của dường phân giác, ta có 

= T hay DB = ịũC . Mặt khác Dỗ, DC 
DCb b 

ngược hướng nên DB = DC. Từ dó dẫn 

__ . 0 

tf: bAB + c AC 

dến AD =- 7 —- 

b + c 

b) Bình phương vô hướng dể tính dộ dài AD. 

ĐS: -r——yịĩịTT^õsã). 




b + c 

11 lia . ĩl 2 _ s' 2 

13. — ơ + b\ - a 




2\ 


) 


1 


í 


_2 _2 'N _ 

ã 2 + b + 2ã.b - ã 2 - b = CL.b . 


V 




V 


-» - 1 

2 -.2 -.2 ^ 

AB + BC 

- BC 


J 


1 


( AC - AB - BC ì = ị(ở 2 - c 2 - ư 2 ). 


V 


\ 

) 


AB.AC = ị 
1 


AB +AC 


ÃC-( 


r 


AB-AC 

2 \ 


/ 


»2 ——‘2 »2 \ 1/0 ọ 9 \ 

AB +AC -CB = ụ c 2 + b 2 -a 2 ). 


\ J 

b) Vì AM là dường trung tuyến của tam giác ABC nên : 

4M 2 = AM = -r\AB + 4C) = 4 AB + AC + 2AB.AC 

4 4{ ) 

= i(c 2 +1, 2 + c 2 + b 1 - a 2 ) = 1(2 b 1 +2 c 2 -a 2 ). 



Vậy : AM 


= ị V 2 ồ 2 + 2 c 2 - ứ 2 . 


15. Xét tam giác A5C có AĐ, lần lượt là đường phân giác trong và phân 
giác ngoài (h. 30). Theo bài 12a) ta có AD = —^ + - —■ ■ Hãy bình 


b + c 


b 2 + c 2 - a 2 


phương vô hướng cả hai vế và sử dụng đẳng thức AB.AC = 

(theo bài 14) để tính độ dài đoạn AD. Vì AE là phân giác ngoài nên 

——♦ Q —* v 9 

EB =-- EC (lưu ý rằng phân giác ngoài của góc A chỉ cắt đường thẳng BC 

khi b * c). Từ đó ÃẼ = bAB ~ CAC ■ 

b - c 

ĐS: AD = -r—Ị- — Jbcp(p - a) ; 

b + c v 

AE= | 6 \ —ị jbc(p - b)(p — c) 

/_ a + b + c .. , ,_ 

(p =-—— là nửa chu vi của tam giác). 

16. Giả sử ( ã.b)c = ã(b.c). Nếu ã.b = 0 thì b.c = 0 (vì ã & õ). Vậy cả hai 
vectơ a và ? cùng vuông góc với b hay ã = kc. Nếu ã.b 5*0 thì 



b.c * 0. Khi đó ấ = 


a.b 


\b.c y 


.c hay ã = kc. Ngược lại, nếu ơ = kc thì 


(ã.b)c = ( kc.b)c = k(c.b)c = ( b.c)kc = (b.c)a = ã(b.c). 

Như vậy, đẳng thức ( ã.b)c = ã(b.c ) đúng khi và chỉ khi có số k để 
ã = kĩ. 


17. a) Gọi o là trung điểm của AB thì OA = - OB. 

Với mọi điểm M, ta có 

~MẢMB = (mỏ+ÕĂ) .(mơ + ÕB ) = (mO-Õb).{mO+Õb) 

= MO 2 - OB 2 = MO 2 - ị- 

4 
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ĩ 


Từ đó MA.MB =k o MO 2 - = k <=> MO 2 = ^r+k. (*) 

4 4 

2 

Ta có ơ cố định, + k là số không đổi nên : 

2 

- Nếu Ấ: < - thì tập các điểm M là tập rỗng. 



- Nếu k = - thì tập các điểm M chỉ gồm một điểm o. 

- Nếu k>- —— thì tập cấc điểm M là đường ứòn tâm o bán kính R = ■^■Vữ 2 +4 k. 

1 

b) Lấy điểm c sao cho Ãc = 2ÃB. Khi đó ÃBÃC = 2ÃB =2 a 2 . 

Từ đó c ÓÃN.ÃB = la 2 o ÃN.ÃB = ÃB.ÃC o ÃẽịÃN - Ãc) = 0 


<=> AB.CN = 0 <=> CN 1 AB. 

Vậy tập hợp các điểm N là đường thẳng vuông góc với đường thẳng AB tại 
điểm c. 

18. (h. 31) Ta có ÃN.AM = ÃH 

<=> AN .AM = AH .AH = AH .AM (theo công thức hình chiếu) 

o ÃN.ÃM - ÃH.ÃM = 0 
o (ÃN - Ãh).ÃM = 0 
o ĨĨN.ÃM = 0. 

Vậy tập hợp các điểm N là đường tròn đường kính AH. Hình 31 

19. a) Theo định nghĩa của tích vô hướng ta có (với mỗi i e {l, 2, n }): 

OM.OAị = OM.OAị.cosMOAị = R 2 cos M0A l . 

Do đó : cos MOAị + cos MO /4 2 + ... + cos MOA n = 


A 



= -ịrOM.(oAi + 0A 2 + ... + 0A n ). 
R 
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Theo bài 7 (chương I) thì OAị + OA 2 + ... + OA n = õ, nên : 
cos MOAị + cos MOA 2 + ... + cos MOA n = 0. 

b) MAÍị + MA 2 + ... + MA 2 — MAị + MA 2 + ... + MA n 

= {ÕA X - ÕM) + (ÕÃ^ - Õm) 2 + ... + ( ÕÃ n - Õm) 

= OAỊ + OAị + ... + OÁỈ; + nOM 2 - l{ÕA x + ÕÃ 2 +... + ÕÃ n )x)M 

= R 2 + R 2 + ... + R 2 + nR 2 - 0 = 2 nR 2 . 

20. Từ điều kiện BM = kBC , ta suy ra : 

ÃM - ÃB = k{ÃC - Ãb) hay ÃM = (1 - k)ÃB + kÃC . 

Bởi vậy : AM 2 = AM = (1 - k)AB + kAC 

= (1 - k) 2 Ãẽ +k 2 ÃC + 2k(\ - kỹÃBÃC 

= (1 - k) 2 c 2 + k 2 b 2 + 2k{\ - k).]r{c 2 + b 2 - ứ 2 Ị (xem bài tập 14) 

= (1 - k)c 2 + kb 2 - Ấ:(l - k)a 2 . 


Trong trường hợp k = ]- thì M là trung điểm của cạnh BC, AM là đường 

c 2 + b 2 a 2 

trung tuyến. Khi đó ta có công thức trung tuyến : AM 2 = ———- - 

Á* u 

21. a) ũ = oz.cos(180° - B)CẢ + ưố.cos(180° - C)ÃB + ốc.cos(180° - A)BC 
= -cacosB.CA - ab.cosC.AB - bc.cosA.BC 

_ -ÃB , _ .Ãcì 

= -abc cos B —j— + cos c ——hcosA- . 

b c a 


b) Nếu tam giác ABC đều thì a = b = c, cosy4 = cos B = cosC, từ đó suy ra 
M = - a 2 .cos A.icA + AB + Bc) = ố . 
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c) Nhân vô hướng vectơ ũ = õ lần lượt với 


CA AB , BC _ 

và — ta có: 


b ’ c 


a 


CA 


ũ.-ị- = 0, suy ra cos B - 2cosc.cos A = 0. 


Tương tự ta có: cosC - 2cosA.cosB = 0, 

COS/4 - 2cosfi.cosC = 0 . 

Rút cosfi từ đẳng thức đầu và thay vào đẳng thức thứ hai, ta có : 

cosC - 4cos 2 /4.cosC = 0 mà cosC ^ 0 (vì nếu cosC = 0 thì cos B = 0, 


B = c = 90°, vô lí) nên cos 2 /4 = -J hay C0S/4=±y. Vậy A = 60°, hoặc 

Ă = 120 °. 


Tương tự như vậy, góc c hoặc bằng 60° hoặc bằng 120°. Vì tổng ba góc 

của tam giác bằng 180°, nên chỉ có thể có A = B = c = 60°. Vậy ABC là 
tam giác đều. 


22. (h. 32) 2 MP.BC = (MA + MD).(MC - MB) 

= 1ÃẴMC - ~MDMB + ~MDMC - ~MAMB 

= ~MẴMC - ~MBMD 

(vì ~MẴMB = ~MDMC = 0 do AC 1 BD). 
Từ đó ta có : 

MP 1 BC <» ~MP.BC = 0 

Cỉ> ~MĂMC = ~MBMD . 



Hình 32 


li. Đặt AD = ã, AB = ĩ). Khi đó : 


AM = Ậ/4C = -7(5 + ĩ> ), AN = AD + DN = ã + -?-■ 

4 4 2 

Ị_ 

4 

MN = AN - AM = ã + -ị - -7(5 + b) = -7(35 + ĩ >) . 

2 4 4 


{-ã + 3 b). 


Từ đó suy ra : MB = AB — AM = b - ^-(<2 + b ) 
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Ta có : MB.MN = M-ã + 3b)Ì3ã + b) 

16 



24. 


= M-Zà 2 + 3 1 + Sã.b) = 0 . 

16 

MB = ^Ả-à + 3bf = Ma 2 + 9Ĩ> 2 - 6a.b) = ịã 2 . 

16 16 8 

MN = + ĩ>) = ^—\9ã 2 + ĩ) +6 ã.b) = ^ã 2 . 

lo 16 8 

Vậy MB ± MN và MB = MN, tam giác BMN vuông cân tại đỉnh M. 

(h. 34) Gọi p là trung điểm của AA' thì OP ± AA' 
nên theo công thức hình chiếu ta có : 

2MA.MO = 2MA.MP . Nhưng vì p là trung 
điểm của AA' nên 2 MP = MA + MA' . Vậy : 

2MĂ. ĨÃÔ = ~MẢ{mả + MA ') = MA 2 + MA MA' 


25. 


= MA Z -MA.MA' = MA(MA-MA'). 
(h. 35) Lấy các điểm Aị, Bị, c ! sao cho : 

T7T _ MA . T7T _ -MB , A — _ MC 
1 MA 1 MB 1 MC 

khi đó cả ba vectơ trên đều có độ dài bằng 1 , 
mà góc giữa hai vectơ bất kì trong chúng đều 

bằng 120° nên M là tâm của tam giác đều 

Theo bài 24, ta có : 

2 ~MẤMÔ = MA(MA -MA'), 



Hình 34 



Hình 35 


suy ra 


hay 


MA 


_ MO = MA -MA', 
MA 

2MA.MO = MA-MA'. 


Tương tự : 2MBị .MO = MB - MB', 

2 MC.MƠ = MC-MC' 




( 1 ) 


Từ đó ta có MA + MB + MC - MA'- MB'- MC' 

= lị^MA x + ~MB { + ~McX~MÒ = 0 , 

hay MA + MB + MC = MA'+ MB'+ MC'. 

26. a) Lấy một điểm o bất kì thì đẳng thức 

kị GAị + &2 GẠ> + ... + k n GA^ = 0 
tương đương với 

kj {ÕAy -ỡg) + *2 ỊõÃ^ -ÕÕ ) + ... + k n [õÃ n -ÕÕ\ = õ 



OG = \{oA x + OA 2 + ... + 04„). 


Điều đó chứng tỏ rằng có điểm G thoả mãn (1). 


Giả sử điểm G’ cũng thoả mãn kịG'Ay + ÌOỵG' A 2 + ... + k n G' A n - õ (2). 

Bằng cách trừ theo vế (1) cho (2) ta được k.GG' = õ, suy ra GG' = õ hay 
G' trùng với G. (Điểm G được gọi là tâm tỉ cự của hệ điểm {A ỉ ,A 2 ,...,A n } gán 

với các hệ số ky , & 2 ,..., k n ). 

b) Với mọi điểm M, ta có 

kị MA 2 + ÌOỵ MÁị + ... + kfl MÁị = m 


———•2 ——-2 ■——•2 
<=> kịMAị + k 2 MA 2 +... + k n MA n -m 

o kị (õ^ - ỡm) 2 + *2 (õ£ - ỡm) 2 + ... + k n (ộK - GM ) = m 

o \GAỊ + I^GÁị + ... + *„G4;Ỉ + kGM 2 - 

2GM + k 2 GA 2 + ... + k n GA n ) = 171 . 

Ta đặt kịGAị + ÌOỵGÁị + ... + k n GA 2 = s thì đẳng thức trên tương đương với 

5 + kGM 2 = m hay GM 2 = — - . Từ đó suy ra 


YYỈ _ s 

• Nếu 7 > 0 thì quỹ tích các điểm M là đường tròn tâm G, bán kính 

k 
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27. 


• Nếu m- s = 0 thì quỹ tích các điểm M là một điểm G. 

• Nếu < 0 thì quỹ tích các điểm M là tập rỗng. 

Chú ý. Khi kị + Ii 2 + ... + k n = k = 0 thì hệ điểm {A ỉ ,A 2 ,...,A n } không có 

tâm tỉ cự, song vectơ ũ = k { OA { + h 1 OA 1 + ... + k n OA n không phụ thuộc 
vào việc chọn điểm o. Thực vậy, với điểm O' khác điểm o, ta có : 

kị o 1 Aị + /^2 o' A 2 + ... + k n O' A n 

~ [kị + I &2 + ... + k^O'o + kịOAị + &2 OA 2 + ... + k n OA n — u . 

Bây giờ chọn một điểm o nào đó, ta có : 

kịMAị + k 2 M.A 2 + ... + k n MA n = ĩìĩ 

-—2 ——»2 -———»2 

<£> kị MAị + &2 MA 2 + ... + k n MA n = m 

<^> kị {oAị - om) + k 2 ( OA 2 - om) + ... + k n ( OA n - om) = m 

<^> kịOAị + k^OÁ^ + ... + k n OA% - 2 OM .ũ = m. 

Đặt kịOAị + kqOÁị + ... + k n OÁ% = s thì đẳng thức trên trở thành : 

2Ũ.OM = s - m. 

Bởi vậy : • Nếu ũ = 0vằs = mửù quỹ tích các điểm M là toàn bộ mặt phẳng. 

• Nếu ũ = 0 và s * m thì quỹ tích các điểm là tập rỗng. 

• Nếu w *0 thì quỹ tích các điêm M là một đường thăng vuông góc 
với vectơ ũ. 

a) Xét trường hợp điểm A’ nằm trên 
cạnh BC, tức là các góc B và c đều 
nhọn (h. 36a). Khi đó 

AA' = A’B. tan B = A'C. tan c. 

Vì tani? > 0, tanC > 0 và hai vectơ 
A‘B, A'C ngược hướng nên ta suy ra: 

(tan B)A ' B + (tan C)A ' c = 0. (*) 


A A 



Hình 36 
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Nếu điểm A ' nằm ngoài cạnh BC, chẳng hạn điểm c nằm giữa hai điểm B và A 
(h. 36b), thì khi đó góc B nhọn và góc c tù, tức là tariS > 0 và tanC < 0. 

Ta có AA' = A’B tan B - A'C tan(180° - C) = - A'C tanC. Trong trường hợp này 
hai vectơ A'B, A'c cùng hướng nên ta có: (tan B)A'B + (tanC)y4'C = õ. 
b) Nếu H là trực tâm tam giác ABC thì ta có các số a, p, Ỵ không 
đồng thời bằng 0 sao cho : aHA + PHB + ỵHC = õ (theo bài 14 

chương I). Vì HALBC, nên nhân hai vế của đẳng thức trên với BC ta được 
/3HB.BC + yHC.BC = õ, và do đó (theo công thức hình chiếu) 

J 3 Wb.BC + yWc.BC =ÔoBC (pWầ + yWc) = Õo 


PA'B + ỵA'C = 0 (vì vectơ Ị3A'B + ỵA'C cùng phương với BC). 

So sánh đẳng thức này với (*) ta suy ra ——— = ' — . Bằng cách tương tự 

tân B tan c 

ta đi đến : 


a _ Ị3 _ Ỵ 
tan A tan B tanC ’ 


Bởi vậy đẳng thức aHA + Ị3HB + yHC = õ trở thành : 

tanA.HA + tan B.HB + tan C.HC = õ . 


28. (h. 37) Ta có 

(ứị + a 2 + ũj).A^A2 

= ( a 2 + aj).AịA 2 

= ị^ữ 2 + — A 2 A 2 j 

= Ũ 2 .AịA ị - a 2 .A 2 A 2 
02 ./4 1 /4 3 .cos(a2 ) /4 1 A 3 ) 


03 


.A 2 A 3 .cos[a 3 , ^ 2 ^ 3 )- 


Theo giả thiết O 2 = A 2 A 3 và 


O' 


- AịA-ị. 


Ngoài ra dễ thấy 



cos(a 2 , AịA-ị) = cos(o 3 , A 2 A 3 ). 




5A- BTHlNHHỌC(NC) 
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Suy ra (ứ! + 02 + o 3 ).A 1 /4 2 = 0. Do đó, vectơ Oj + o 2 + o 3 vuông góc với 
đường thẳng A J A 2 . 

Chứng minh hoàn toàn tương tự, ta có vectơ Oj + 02 + 03 vuông góc với 
đường thẳng A 2 A 3 . 

Vậy ứị + U 2 + #3 = 0. 


29. Nếu A, B, c, D cùng thuộc một đường tròn thì MA.MB, MC.MD cũng 

bằng phương tích của điểm M đối vói đường tròn nên MA.MB = MC . MD. 

Ngược lại, vẽ đường tròn qua ba điểm A, B, c và giả sử đường tròn đó cắt 
đường thẳng CD ở điểm D’ khác c. Khi đó ta có A, B, c, D' cùng thuộc 

một đường tròn nên MA.MB = MC.MD'. Nếu có MA.MB = MC.MD thì 

1ÃCMD = ~MCMD', suy ra ~MC.Ẽ>D' = 0. Đo MC *d vầ DD' cùng 

phương với MC nên DD' = õ hay D, D' trùng nhau. Vậy A, B, c, D cùng 
thuộc một đường tròn. 


30. Giải tương tự như bài 29 

31 * ^M/(0,R) = R-) 


o MO 2 -R 2 = MO' 2 - R ' 2 


<=> MO -MO' =R -R' 


<=> [mò -~M0').(~MỎ + ~M0') =R 2 -R' 2 

<z> 20'o . MI = R 2 - R’ 2 , trong đó I là trung điểm của 00'. 
Lấy H là hình chiếu của điểm M trên đường thẳng 00' , ta CÓ 

~Õ r 0MỈ = cỹdMl = ÕÕ'.ĨH. 

_ 

Từ đó suy ra IH = — không đổi nên H là điểm cố đinh. 

• 2ƠƠ' ' 
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Vậy 3*141(0, R) -3*MI(0',K) khi và chỉ khi M thuộc đường thẳng A vuông góc 
với đường thẳng 00' tại điểm cố định H. 

Đường thẳng A được gọi là trục đẳng phương của hai đường tròn đã cho. 
32. (h. 38) Xét tích vô hướng . 


SM.A'B' =ị(&4 + SB).(SB'-&4') 

= UsẴ.SB' - SA.SA' + SB.SB' - sẽ. SA'). 
Ta có 

SASB' = 0 do SA 1 SB’, 

SB.SA' = 0 do SB 1 SA', 

SẢ.SA' = SB.SB'. 



Hình 38 


Từ đó suy ra SM.A'B' = 0, nên SM ±A’B’. 


33. (h. 39) Ta có & m0) = HA.HB = - HP 2 

3\ịỊ(0) - HO ~ R » 

suy ra HO 2 - R 2 = - HP 2 

hay H0 2 + HP 2 = R 2 . (*) 

Tương tự 3*141(0) = MA.MB = -MB 2 

3*t4K0) = MO - R . 



1 

Mặt khác tam giác vuông APB có trung tuyến MP = Ỷ AB = MB. 

Từ đó suy ra MO 2 - R 2 = - MP 2 hay MO 2 + MP 2 = R 2 . (**) 

Từ (*) và (**) ta có H, M cùng thuộc đường tròn có tâm là trung điểm của 
OP và bán kính bằng ^ \J2R 2 - OP 2 . 


67 



34. Đặt tên các tiếp điểm của hai đường tròn 
như hình 40. 

Ta có AR = AS và 

AR + AS = (AB + BR) + (AC + cs ) 

= (AB + BH) + (AC + CH) 

~ AB + BC + AC = 2 p. 

Vậy AR = AS = p, suy ra 

c + BH = p hay BH = p - c. 

Ta cũng có 

AP = AQ, BP = BK, CK = CQ 
nên c + CK = b + BK. 

Đo (c + CK) + (b + BK) = a + b + c = 2p, 
nên c + CK = p hay CK = p - c = BH. 

Gọi M là trung điểm của BC, từ BH = CK 
suy ra MH = MK hay 

đU) = mk 2 = MH 2 = 3> um . 



Hình 40 


Vậy M thuộc trục đẳng phương của hai đường tròn (/) và ự). 


35. (h. 41) a) Ta có 

ÕM X ÕN X = ÕM^.ÕN^. (*) 

Xét tích vô hướng 
ÕN.M x M 2 = ÕN.(ÕÃf 2 - ÕM X ) 

= õndmI - ÕN.ÕmI . 

Do ON x là hình chiếu của ON 
trên Ox nên oN. OM x = ON x . OM x . 



Tương tự ON. OM 2 = ON 2 . OM 2 . (**) 


Từ (*) và (**), suy ra ON. M X M 2 = 0 hay oN _L M X M 2 . 
b) Theo câu a), N thuộc tia Oz cố định (vuông góc với M X M 2 ). 
Lại có zOy = M X M 2 M (do Oz _L M 2 M X , Oy _L M 2 M). 
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Mặt khác, OMịMM 2 là tứ giác nội tiếp (OMyM = OM 2 M = 90°) nên 
M x M 2 M = MịOM. Từ đó suy ra zOy = MONị . 


36. (h. 42) 

a) Tứ giác HBMM' nội tiếp được do 
MĨĨB = ẤẼMB = 90°, suy ra 

~ÃH.~ÃỒ = ÃM.ÃM'. 

Tứ giác HBN’N cũng nội tiếp được do 

ĨĨĨĨB = ĨẼNB = 90°, suy ra 

ÃH .ÃB = ÃN .Ãĩĩ\ 

Từ đó ta c ó ĂM.ÃM' = ÃN .ĂN*'. 

Suy ra M, N, M\ N' cùng thuộc một đường 

tròn, ta kí hiệu đường tròn đó là 



b) Gọi p, Q là các giao điểm của €) với đưcmg thẳng AB và E, F là các 
giao điểm của A với đường tròn đường kính AB. 

Khi đó ĨĨẼlỉĩ = ĨĨM.HN = ĨĨP.HQ nên E, p, F, Q cùng thuộc đường 

tròn (S). Đường tròn này tiếp xúc với AE, AF lần lượt tại E, F và do AE, 
AF đối xứng qua AB nên (S) cố định, suy ra p, Q là hai điểm cố định. 

Vậy p, Q thuộc đường tròn (S) tiếp xúc với AE, AE ở E, E. 

Do (S) là đường tròn cố định nên p, Q là hai điểm cố định của (té). 


37. (h. 43) 

• Nếu A ở ngoài đường tròn thì 
điều kiện AM = MN tương đương 
vói AN = 2 AM. Ta lại có 

AM. AN = d 2 - R 2 (d = OA). 

Từ đó dẫn đến 2AM 2 = d 2 - R 2 


hay 


AM = 


yỊĩĩd 2 -K 2 ) 



N 


Điểm M (nếu có) là một điểm chung của đường tròn ( o ; R) và đường tròn 

V2U 2 -K 2 ) 

tâm A, bán kính bang- - - 
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• Nếu A nằm trong đường tròn thì đường thẳng A cần tìm là : 

- Đường thẳng vuông góc với OA ở A khi A không trùng với o. 

- Đường kính bất kì của đường tròn khi A trùng với o. 


38. (h. 44) 

Ta có AM = AN = AE (do M, N, 
E cùng thuộc đường tròn tâm A). 
Trong tam giác vuông AEB, 
EH1AB nên 

AE 2 = AH.AB =ÃH.ÃB 
Từ đó suy ra 

AM 2 = AN 2 =JẼ.ÃB. 

Vậy AM, AN là tiếp tuyến 

của €) (xem bài 30 chương II). 

39. a)(h. 45) 

Gọi (Ỹềi) là đường tròn cố định 

có tâm o và đi qua p, Q. Do I 
không thuộc đường trung trực 
của PQ nên trục đẳng phương A 

của (%) và (/) không song song 
với PQ, chúng phải cắt nhau ở J. 

Bây giờ giả sử (W) là đường tròn 

bất kì đi qua p và Q, ta có J 
thuộc trục đẳng phương PQ của 

(^ và (^ể\) nên = ổ?/(^). 

Lại do J thuộc trục đẳng phương 

của (Ỹềị) và (í) nên 

<a> .. _ ọp 



Hình 44 



Từ đó ta có hay J thuộc trục đẳng phương của (ê) và (/). 
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b) (h. 46) 


Kẻ tiếp tuyến JM với (/) ( M là 
tiếp điểm), ta có JM 2 = 

Do ẩ^/(Ị) = JP.JQ nên đường 

tròn ( MPQ ) tiếp xúc với JM ờ 
M và cũng tiếp xúc với (/) ở M. 
Từ đó suy ra cách dựng. Bài 
toán có hai nghiệm. 

40. (h. 47) 

Kẻ các đường cao CC', DD’, 
FF' của tam giác CDF và gọi 
H là trực tâm của tam giác đó 



thì HC.HC' = HD.HD' = HF.HF\ (*) 


Ta có trung điểm / của AC cũng 
là tâm đường tròn đường kính 
AC, đường tròn đó đi qua C' (do 

Ấưc = 90°). 

Suy ra = ~HC . 77c’. 

Tương tự như vậy, 

t%y Ợ) = ĨĨD.ĨĨD' ự là tâm 
đường tròn đường kính BD ). 


A 



= HF ■ HF' là tâm đường tròn đường kính EF). 


Kết hợp với (*) suy ra 


ọp _ ọp _ ọp 

'^H/(I) - ty nKỈ) - ỮÍ H/(K) • 


Nếu lấy trực tâm H’ của tam giác BCE ta cũng sẽ có 

ọp _ ỹp _ 

Vậy HH’ là trục đẳng phương của hai đường tròn (/) và (7), nên HH’ 1 IJ. 
HH' cũng là trục đẳng phương của (/) và ( K ), nên HH' i. IK. 

Từ đó ta có /, J, K thẳng hàng. 
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41. (h. 48) 

/ 

a) Trong hai tam giác vuông AA 'B và AA 'C 
ta có ÃỄ.ÃB =AA’ 2 và ÃF .Ãc =AA' 2 nên 

AE . AB = AF . AC , suy ra tứ giác BEFC 
nội tiếp được, do đó ta có AFE = ABC. 

Mặt khác ABC = ADC (góc nội tiếp cùng 
chắn cung AC) nên tứ giác DCFJ nội tiếp 

được, suy ra AJ.AD - AF.AC. Vậy 

AJ. AD = AA' 2 , do đó AA' là tiếp tuyến của 
đường tròn ( A'JD ). 



b) Ba điểm E, F, o thẳng hàng khi o trùng với J hay AJ = R. 


Do AJĂD =AA' 2 nên AJ = R nếu AA' 2 = 2R 2 hay AA' = RyỈ2. 


42. (h. 49) 

a) Gọi M là tiếp điểm của A với 
đường tròn &) đi qua B và c, khi đó 

AM 2 = Ăẽ. Ãc = AB.AC không đổi. 
Do đó M là giao điểm của A và đường 
tròn tâm A, bán kính bằng^/ÃsTÃC . 

Từ đó suy ra có hai đường tròn cùng 
đi qua B, c và cùng tiếp xúc với A. 

b) Gọi M, M' là hai tiếp điểm của A 
với hai đường tròn ở câu a) và gọi D 
là giao điểm (khác B) của đường 
thẳng BC với đường tròn (BMM r ) thì 



AB.AD =AM .AM' =~ AM 2 =- AB.ÃC. 

* 

Từ đó suy ra AD = - AC hay D là điểm đối xứng với c qua A, do đó D là 

điểm cố định. Vậy khi A quay quanh A, các đường tròn ( BMM’) luôn đi 
qua điểm D cố định khác B. 
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43. (h. 50) Nhận xét. Hai điểm / và J thuộc hai tia BM, AM ở về cùng một phía 
của đường thẳng AB, do đó đường tròn đi qua ba điểm M, I, J có đường 
kính IJ không cắt đường thẳng AB. Cũng có thể chứng minh như sau. 


a) Ta có B là điểm chính giữa của 
cung CD (do AB 1 CD ) và MA 1 MB 

(AMB là góc nội tiếp chắn nửa đường 
tròn) nên MB và MA là phân giác 
trong và phân giác ngoài của góc CMD. 


Từ đó suy ra : 


IC 

lb 


JC_ 

lõ' 




Hình 50 


Gọi H là giao điểm của AB và CD, o là tâm đường tròn ( MIJ) thì H là 
trung điểm của CD và 0 là trung điểm của IJ. 

Từ (*) suy ra ĨC.lÕ+lc.ĨD = 0 hay 


(ơc - Ol)XoD - Oj) + (ơc - 0 j)Ì 0 D -Oi) = 0 


OC.OD + OI .OJ -OC'.OJ -OI .OD + 


+ oc. OD + OI .OJ - OD ,OJ - OI. oc = 0 

=> - {õc + õd) (õĩ+Õ l )+2 (-Ỡ7 2 + Õc . Õd) =0. 

Do Ỡ7 + ÕJ = 0 nên ớ/ 2 = ÕC.ÕD < 

mà = Ỡ77 nên OI 2 < OH 2 hay OI < OH. Vậy H và cả đường 

thẳng AB nằm ngoài đường tròn ( MIJ ). Từ đó suy ra, từ điểm p bất kì trên 
AB, kẻ được hai tiếp tuyến đến đường tròn (MIJ). 

b) Ta có AT 2 = AT ' 2 =AM.AJ, mà AM.AJ = AH.AB không đổi (do A, 
H, B cố định). 

Vậy AT 2 = AT ' 2 = AH.AB không đổi, suy ra T và T' luôn thuộc đường tròn 
tâm A bán kính bằng \lAH.AB . 
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Hình 51 


44. (h. 51) 

Giả sử tam giác ABC có AA' -L BC và M, N 
là trung điểm của BC và AC. 

Vẽ đường tròn (co) đi qua A', M, N nếu A' 
khác M, hoặc ( Cù ) đi qua N và tiếp xúc với 
BC tại M nếu A' trùng với M. Lấy giao điểm 
thứ hai B' của (cò) và AC. 

Khi âỏCA'.CM = CN.CB' 

hay ịcA'.CB = ịcĂ.CB', 

Ám Ám 

suyra CA'.CB = CB'.CA. 

Vậy bốn điểm B, A', B', A cùng thuộc một đường tròn. Trong đường tròn 

này AB'B = AA'B = 90°, vậy (co) đi qua chân đường cao B' hạ từ đỉnh B 
của tam giác ABC. 

Đặt K là giao điểm thứ hai của (cò) với AA\ ta có AK.AA' = AB'.AN. 

Ta lại có ~ÃH.~ÃA' = ÃB'.ÃC (do HB’CA’ nội tiếp được). 

Từ đó suy ra ÃK.ÃA' = ị-ÃB'.ÃC = ị-ÃH.ÃA' ; do đó ÃK = IrÃH . Vậy 
(co) đi qua trung điểm K của AH. 

Gọi p là trung điểm của AB, ta có KPIIBB’ và MP IIAC, suy ra KPM = 90°. 

Tương tự cũng có KNM = 90° nên p nằm trên đường tròn (co) đi qua M, 
N, K. Lí luận tương tự như trên ta được chân đường cao C' hạ từ đỉnh c và 
trung điểm các đoạn HB, HC đều thuộc đường tròn (co). 

45. ơ.b = l.(-3) + 2.1 = -1; b.c = 10; c.ã = -8; 
a.(b+c) = a.b+ã.c = - 9; 

ã.(b - c) = ã.b - a.c = 7. 

/ r \ -2.4 + 3.Ì 

46. a) cos(a, b 


ylí 1 + 3 2 M 2 + l 2 


5 

yỈ22Ĩ ’ 
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cos(a,ĩ) 


2 


1 



; cos 




ã + b = (2 ; 4); ã -b = (-6 ; 2) ; 


cosíữ + b,ã- ĩ>)= 7 -: 7 =-=• 

V2 2 +4 2 .V6 2 +2 2 5v/Ĩ 

b) c = kã +lb = (—2 k + 4/ ; 3Ả: + /) ; 

cl(a + ỉ)o c.(a + ỉ) = 0o 2(-2* + 4/) + 4(3* + /) = 0 


2& + 3/ — 0. 

Vậy với 2* + 3/ = 0 thì + ố). 

c) Giả sử í/ = (jc; y). Khi đó từ ã. d = 4 và b.d = -2, suy ra hệ phương trình 


f-2x + 3y = 4 
[4x + y = - 2. 


ĐS: 



6 ^ 


47 . a) Giả sử M(x ; 0) e ơx => AM{x + 3 2) ; flM(x - 4 3) ; 

Tam giác MAB vuông tại M khi AM _L BM hay AM .BM = 0. 

Từ đó ta có ( X + 3).(x - 4) + (-2).(-3) = 0 hay X 2 - X - 6 = 0. 
Phương trình có hai nghiệm Xị = 3, x 2 = -2. 

Vậy có hai điểm cần tìm là Mj = (3 ; 0) ; M 2 = (-2 ; 0). 
b) Giả sử N( 0 ; y) e Oy. Khi đó 

NA 2 = NB 2 

o (0 + 3) 2 + (y - 2) 2 = (0 - 4) 2 + (y - 3) 2 

<=> 9 + y 2 - 4y + 4 = 16 + y 2 - 6y + 9 
o y = 6 . Vậy N = (0 ; 6). 

48 . a) AB = V(3 + l) 2 + (1 - vỹ = 4. 

5C = V(2 - 3) 2 + (4 - l) 2 = Vĩõ. 

/4C = V(2 + l) 2 + (4 - l) 2 = 3V2. 
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1 . 4 . 37 ^ 


Chu vi tam giác ABC bằng 4 + Vĩõ + 3y[ĩ. 

Ta có : Ãs = (4; 0), Ãc = (3; 3) nên 

cos BAC = — — 1 = = —!=, suy ra BAC = 45°. 

4.3V2 V2 

1 

Vậy diện tích tam giác ABC bằng ^-AíB.AC.únAS 0 = 

Á* 

b) Gọi H(x 1 ; yj) là trực tâm tam giác ABC. 

m ÍCĨĨ.ÃB = 0 _ _ „ _ ị Xi -2 = 0 
Ta có < _ . Từ đó dẫn đến j 

BH. AC = 0 1*1 + )>1 - 4 = 0, 

\ 

suy ra H = (2 ; 2). 

Trọng tâm G của tam giác ABC có toạ độ 

-1 + 3 + 2 4 

ơ 3 3 

1+1+4 „ 

= ; = 2 . 


Giả sử ỉ(x 2 ; y 2 ) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
IA = ỈB và ỈA = ỈC. 

Từ ỈA = IB suy ra ( x 2 + l) 2 + (y 2 - l) 2 = (x 2 - 3) 2 + ( y 2 - l) 2 . 

Từ ỈA = /c suy ra (x 2 + l) 2 + ( y 2 - l) 2 = (x 2 - 2) 2 + ( y 2 - 4) 2 . 

Từ (1) ta có x 2 = 1, thay vào (2) được y 2 = 2. Vậy / = (1 ; 2). 


Khi đó 


( 1 ) 


( 2 ) 


Như vậy IH = (1; 0), IG = ị ; 0 . 

v 3 J 

Từ đó suy ra ỈH = 3ỈG. 

49. ÃB = (8 ; 4) ; ÃD = (5 ;-5); cầ = (-2 ; 4); CD = (-5 ; - 5). 

_ÍT^TTỈÌ _ 8.5 + 4.(-5) 1 

cos \AB,AD\ = ■ -7= = 

1 2 A 2 + 4 2 . V 5 2 + 5 2 Vĩõ 

C0s(cs,ã>) = -*»-? ±4+1 = > 

V / //^2 ,*2 / /-2 r *2 - /1 n 


cos 


2 +4\V5 Z +5' 


Vĩõ 


=> cosÍAS, AdỊ + cosỊcổ.CDÌ = 0 => BAD + BCD = 180°. 
Vậy ABCD là tứ giác nội tiếp. 
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50. Gọi c = (x \ ý). Khi đó AB = (2 ; 1) ; BC = (x - 3 •, y). Từ ABCD là hình 
vuông, ta có : 


AB 1BC 
AB = BC 


» ị 


2(x - 3) + l.y 
l(x - 3) 2 + y 2 


= 0 
= 5 


<=> 


X 

y 

X 

ư 


4 

-2 

2 

2 . 


Với Cj(4 ; -2), ta tính được đỉnh Dj(2 ; -3). 
Với c 2 (2 ; 2), ta tính được đỉnh D 2 (0 ; 1). 


§3. Hệ thức lượng trong tam giác 


51. Các kết luận đúng là a) và d). 

52. a) Từ giả thiết suy ra b < a nên B < Ă . Tương tự c <A. 

b) Ta có ố 4 + c 4 = ( b 2 + c 2 ) 2 - 2 b 2 c 2 < ( b 2 + c 2 ) 2 . Từ đó suy ra a 2 < b 2 + 2 
hay b 2 + 2 - 2bccosA < b 2 + c 2 . Vậy cosA > 0, do đó Ã < 90°. Theo câu a) 
thì B và c cũng là góc nhọn. 


53. a) c 2 = a 2 + b 2 - 2abcosC = 49 + 100 - 140cos56°29' » 71,7 => c » 8,47. 

b) b 2 = á 2 + c 2 - 2accosB « 19,6 =>ỐS! 4,43. 

c) a 2 = b 2 + c 2 - 2bccosA « 135,35 => <2 ~ 11,63. 

54. a) í = 180° - (33°24’ + 66°5.9') = 79°37'. 


^ , ứ.sin33°24' _ . _ _ a.sin66°59' _ 

Ta có b = --- ~ 61 ; c - -—-« 102. 


sin79 0 37' 
a 


sin79°37' 


., ^ - b .. _ 13.sin67°23' _ - 

b) Từ đắng thức - 7 —— = - 7—77 suy ra sin B = - — -- ~ 0,6 ; 

sin A sin B 


20 


Vì b < a nên B < Â, suy ra B * 36°52’; c * 180° - (67°23' + 36°52’) * 75°45'; 

20.sin75°45’ 


c = 


sừi67°23' 


«21. 


55. a) Ta có A = 180° - (60° + 45°) = 75°. 

Đặt AC = b, AB = c. Theo định lí hàm số sin 

b _ a _ c 

sin 60° - sin 75° ~ sin 45° ’ 
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56. 


c _ , _ Ơ\Ỉ3 ajĩ 

Suy ra b = ——-—- ; c = 


2 sin 75° 


2. sin 75° 


b) Kẻ AH J_ BC (h. 52), do B, c đều là 

góc nhọn nên H thuộc đoạn BC, hay 
BC - HB + HC. Ta có 


HC = 


bjĩ 



a = 


™-§ 


HC + HB= bệ + ị 

2 2 


Hình 52 


Oy/ó + ũyỊĨ 
4. sin 75° 


„;„' 7C 0 _ >/ó + \Ỉ2 

=> sin 75 =.—— -. 

4 

COS75” = -Jĩ - sin 2 75° = Ji- 

a' = ỉy + c 2 — 2bc.cosA = 20 2 + 35 2 — 20.35 
= 400 + 1225 - 700 = 925. 

Vậy a « 30,41. 


ịV8-2>/Ĩ2 

4 


. . . , „ 1 , , 2 s òc.sin/4 

a) Từ công thức tính diện tích s = — ah a , suy ra h a =—=— - 


20.35 


s 


30,41 


b)2K = -7 


a 


sin >4 


19,93. 


«=4= 17,56. 


c) Từ công thức s = 


s yỉĩ 

ơ+b+c 


abc 


r = 


2 r và s = « 303,06, suy ra 

2 s 606,12 

a+b+c ~ 30,4 + 20 + 35 88 7 ’ ' 
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57. a) Áp dụng cồng thức Hê-rông ta được : 

5 = -79.(9 - 3)(9 - 7)(9 - 8) = óVã. 

b) (h. 53) Áp dụng các công thức tính diện 

. c _ abc _ 
tích s = — — và 5 = p.r. 

AR y 

D _ 7 V 3 __ 2 V 3 

ĐS : R = —, r = ' . 

3 3 
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. C0S/4 

58. C0L4 = - 7 — 7 - 

sinA 


b 2 +c 2 -a 2 

2bc 

a 

2R 


ò 2 +c 2 -ư 2 

abc 


Tương tự, ta có C0t5 = 


a 2 + c 2 - b 2 


cot c = 


abc 

a 2 + b 2 - c 2 


abc 


Từ đó suy ra C 0 t 4 + C 0 t 5 + cot c = 


2 , 12 , „2 
a + b + c 

abc 


59. a) b 2 - 2 - (a 2 + c 2 - 2ac.cosB ) - ( a 2 + b 2 - 2ab.cosC ) 

- c 2 - b 2 + 2a(bcosC - ccosB). 

Từ đó ta được 2 (b 2 - c 2 ) = 2a(bcosC - ccosB), suy ra 


b 2 - 2 - a(bcosC - ccosB). 


b) a(ccosC - bcosB) = ac 


a 2 + b 2 - c 2 


uc — 

2 ab 

1 

r 2, 2 

c (ớ 

2 bc 

1 

CN 

CM 

Q 

1___1 

2 bc 


- ab 


a 2 + c 2 - ò 2 
2 ac 


= + ỉ}2 - ° 2) - +c2 ~ b2) " 
2ơc L . J 


,2.2 2 

,,2 2 x O +c -ữ .,2 2s_ A 

= (b - c ) - — - = (b - c )cơS/4. 

c) Đẳng thức cần chứng minh tương đương với đẳng thức 

2/?sinC = 2/?sinAcos5 + 2/?sin5cosA 
hay c = acosB + bcosA. 


(*) 


79 



Cách 1. (h. 54) 

Ta có ÃB =Ăb(ÃC + cè) 

— AB.AC + BA.BC, 

suy ra c 2 = bc.cosA + ac.cosB, 
dẫn đến c = b. cos A + a. cos B. 

Cách 2. Biến đổi vế phải của (*) được : 

a 2 +c 2 -b 2 b 2 +c 2 -a 2 

CL. ---h b. - 
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2 ac 


2 bc 


1 ( a 2 + c 2 -b 2 + b 2 +c 2 - a 2 ) = 


2c 


2c'~ ' ~ ~ ~ ' 2c 

60. (h. 55) a) Theo công thức Hê-rông, ta có : 


= c. 


'21 


r 


'AMC 


21 


\ 


-13 


í* í* 

9^55 


) 


í 




21 


\ 


-6 






21 


\ 


-8 


V 


) 


Suy ra S ABC - 2S AMC - 


9yÍ55 


b) Ta có b 2 + c 2 = 2AM 2 + a 


2 ’ 


suy ra AB 2 = 2 = 2 AM 2 - b 2 + 


B 



Hình 55 


= 2.64 + 72- 169 = 31 


Từ đó cos B = 


31 + 144-169 _ 1 

24V3Ĩ ~ 4 V 3 Ĩ 


=> c = yfĩĩ. 

«0,045 => B « 87°25' 


61. Đẳng thức 2coL4 = cotB + cotC tương đương với 

X b 2 + c 2 - a 2 D a 2 + c 2 - b 2 D t a 2 + b 2 - c 2 n , ^ 

2. - -7 - —R = -.- —R H- -7 - —R (theo tửửi toán như 


abc 

bài 58) hay b 2 + c 2 = 2ứ 2 . 


abc 


abc 
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Từ giả thiết suy ra c 2 m 2 = b 2 ml , do đó 


í il . 2 

b + ứ 

c 2 " 

o 

(N 

II 

f 2 , 2 

c + ứ 

b 2 ' 

2 

4 

2 

4 


) 


V 

J 


2 2 2 2 4_1 2 2 2i 2 I 4 

=> 2b c +2a c - c —2b c +2a b - b . 

=>b 4 -c 4 = 2 a (b 2 - c 2 ) 

=>b 2 + c 2 = 2a (do b 2 -c 2 * 0). 


Ta đi đến điều phải chứng minh 

62. Xét tứ giác ABCD. Gọi I, J lần lượt là trung 
điểm của AB, CD và G là trung điểm của JJ 
(h. 56). Với mỗi điểm M, ta đều có : 

MA 2 +_MB 2 + MỚ + MD 2 

-„.,2 . AB 2 -..,2 ; CD 2 
= 2 MI + ——+2 MJ Z + 


M 


í 


= 2 


2MG 2 + ^ 


2 


V 


+ 


2 

■ẠB 2 + CD 


) 



. -,2 . AB 2 +CD 2 , ,-2 

= 4MG +- r-—+ ỈJ . 


Từ đó suy ra 

MA 2 + M£ 2 + MC 2 + M£> 2 = k 2 


o 4MG 2 - k 2 - 


bài 26. 


r ab 2 +cd 2 , „2 A 

-r-—+// 


V 


không đổi. Kết luận tương tự như 


) 


63. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC (h. 57). 
Khi âóGB _LGCoứ 2 = ịịmị +w 2 ) 


o9ứ =4 


^ 2 +c 2 f > 2 ư 2 +ồ 2 C 2A 

2 4 + 2 ■ 4 

V / 


<=> 9ứ 2 = 4ứ 2 + b 2 + c 2 o 5ứ 2 = b 2 + c 2 . 
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6A- BT HlNH học (NC) 
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Biến đổi đẳng thức cot/4 = 2(cotfi + cotC) 
b 2 + c 2 - a 


<=> 


abc 


R = 2 


r a 2 + c 2 -b 2 




abc 


R + 


a 2 + b 2 - c 


abc 


2 

-R 


(theo tính toán 


) 


như bài 58) 

<=> b + c =5 a . 

Vậy GB _L GC <=> cot/4 = 2(cotfi + cptC). 

64. Giả sử tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn tâm o và cổ trọng tâm G. 
Ta có : 

— ‘2 — ‘2 — '2 ( • ị \2 /——» ;\2 / ■ 1 '\2 

OA +0B +0C = (ga-gớ) + (gb-gớ) +(GC-GOj 

= GA 2 +Gfi 2 +GC 2 -2Go(GA+GỖ+Gc)+3GO. 

Do OA = OB = oc = Rvằ GẴ + GB + GC =Õ 
nên 3fl 2 = GA 2 + Gfi 2 + GC 2 + 3 /. 

Mặt khác, GA 2 + GB 2 + GC 2 = ^(m 2 +mị +m 2 ) 

7 


4 

9 


í Ú 2 . 2 _2 _2 . 2 .2 _2 ,2 2 

h +c ứ ứ +c h 1 ữ +b c 

2 4 + 2 4 ~ + 2 4 ^ 

V J 


2 . 7 2 . 2 
ứ + ơ + c 


2 . 7 2 . 2 2 . 7 2 . 2 

1D 2 _ đ + h + c . ,2 „„ I >2 ,2 _ ư + b + c 

nên 3 R =---+ 3a suy ra A - a = — 1 


3 " 9 

65. (h. 58) 

Xết tam giác ABC nội tiếp đưòng tròn (0; R) và ngoại tiếp đường tròn (/; r). 
Gọi D, E thứ tự là điểm chính giữa cung BC và AC thì OD _L BC, 

7 S 


A 

BAD = —. 
2 


Mặt khác, ta có 

m r 

BĨD = ^(sđBD + sđAE) 

= ịísđ5c + sđ£cỊ 

= 2- sđ DCE. 

2 

Vậy BID = IBD, suy ra ID = BD = 27?sin-y. 

Á* 
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6B- BT HÌNH HỌC (NC) 


Trong tam giác OID ta có : OI 2 = ID 2 + OD 2 -2 DI. DO 
OI 2 = 4 R 2 sin y+/? 2 - 2DỎ . ~DH (với IH10D). 


Dễ thấy DO.DH = DO.(DJ + JH) = /? 




V 


Dn . /4 
5-Dsin^- + r 
2 






2 ^4 . X ~tx2_- 24 


= /?(2/?sin y+r) = 2R sin y + /?r. 


Từ đó suy ra d 2 = R 2 - 2Rr. 

66. (h. 59) 

a) Ta có NP = 2/?sin30° = R, 

-,-2 ..,2 n 2 /? 2 3/? 2 

OI = ƠN - N/ = R - -- = 


Suy ra OI = 


Ryj3 


4 ■ 


không'đổi, do đó I thuộc 


đường tròn tâm o bán kính bằng 


Ryj3 



Đảo iại với mỗi điểm I trên đường tròn đó ta 

kẻ dây cung NP của (ơ) vuông góc với OI thì NP = 2 NI = R. 

Ta có sin NMP = = ị . Góc NMP có thể bằng 30° hoặc 150°. Dễ thấy 

2 R 2 

NMP = 30° khi và chỉ khi ơ, M ở về một phía của NP hay I nằm trên 

^ f 

cung lớn EF của đường tròn o ; 


Vx 

( 


tuyến kẻ từ M tới đường tròn 


ơ; R 


2 

V3 


( E, F là hai tiếp điểm của hai tiếp 


V 


) 

\ 

) 


). 


Vậy quỹ tích của I là cung lớn EF. 

b) Diện tích tam giác MNP là s = ị MN.MP. sin 30° = ị MN.MP. Theo bất 

2 4 

■J . , _ . .... ^ MN 2 + MP 2 „ ,,,, 2 . .,„2 -..,2 R 2 

đẳng thức Cô-si, MN.MP< -^-, mà MN + MP L = 2Mr + --- 


nên s < Ậ 
4 


í 


MI 2 + R 


2 'N 


V 


4 ) 


• (*) 
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Ta có MI lớn nhất khi M, o, / thẳng hàng và o nằm giữa M, I. Khi đó ta 
cũng có MN = MP nên (*) xảy ra dấu Vậy s lớn nhất khi và chỉ khi 
MI lớn nhất hay M, 0,1 thẳng hàng và o nằm giữa M, ỉ. 


67. (h. 60) 

a) Ta có AB' = ABcosA = 2/?sinCcosA. 

Trong tam giác AB’C' có 

B'C' _ AB' 
sin A sin c ' 

Nhưng ẤCB’ = c (do BC'B’C là tứ 

_ B C AB' 

giácn ộ itiíp), S uyra^ = ^. 



Ba’ c 

Hình 60 


Từ đó suy ra B'C’ = 


Afi'sin A 
sinC' 


2/?sinCcosAsin A 
sinC 


= 2/?sinAcosA. 


b) Ta có A X C’B = BC’A’ (do Aị, A’ đối xứng với nhau qua AB). 
BCA’ = ẤỠB' (do AC'A'C và BC'B'C cùng là tứ giác nội tiếp). 


Suy ra A X C’B = B'C'A. Vậy Aị, C', B' thẳng hàng vlA x C' = A'C'. 


Tương tự cũng có c\ B', A 2 thẳng hàng và B'A 2 = B'A'. 


Do đó, chu vi tam giác AB'C' bằng A'C' + CB' + B'A’ = A l C' + CB' + B'A 2 = A X A 2 . 

c) Do A x và A’ đối xứng nhau qua AB nên AA X = AA\ A X AB = BAA' ; 
A 2 và A’ đối xứng nhau qua AC nên AA 2 = AA\ AAC = CAA 2 . 

Do đó tam giác AA X A 2 là tam giác cân có góc ở đỉnh AịAA 2 = 2 A . Kẻ AK 
vuông góc với A\A 2 , ta có 

AịA 2 = 2 AịK = 2AA 1 sinA = 2AA 'sinA = 2 AB sinBsinA 
= 4/?sinCsinfisinA. 

Mặt khác theo câu a): 

B'C’ + BA’ + A'C’ = 2/?sinAcosA + 2/?sinCcosC + 2/?sinficosB. 
Từ đó suy ra hệ thức cần chứng minh. 
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68. (h. 61) 

Chọn vị trí c thích hợp trên bờ cách điểm A 
một khoảng bằng b. 

Sau đó dùng giác kế đo các góc được A = a, 

c =Ỵ. 

í ._ ... „ AB AC 

Ap dụng định lí sin : . - = -r—-, ta 

sũiC sin B 


tính được : 

* 

. „ ACsinC 
AB = 

sin B 


bsinỵ 
sin 180° - (a 


+ f, 


_ b sin/ 

sin(a + ỵ)' 

69. (h. 62) 

Tính AD và AC như bài toán 68 ta được 

AD aÚn P AC= asin (> g + > g ') 
sin(a + a'+^)’ sin(or+^+^’)' 

Sau đó, áp dụng định lí côsin vào tam giác 
ACD ta có : 

CD 2 = AỚ + AD 2 - 2AC. AD cosa’. 

(Có thể dùng bài toán này để xác định 
khoảng cách giữa hai vị trí mà ta không tới 
được, chẳng hạn hai vị trí ở trên không hay 
trên biển). 

70. (h. 63) 

Sa'B'C' = SgA'B• + ^GB'C' + SgC‘A' ’ 

Sga'B'= ■rG ; A'.ơ5’.sin(180 o -C) 

X 

= Ỵ^h a h b sinC. 

Trong tam giác AÊC, h a =—, h b =-ậ-. 


sinC= 


2 R' 


s 2 .c 


s 2 .c 2 


Từ đó ta có S GA . B . = 

UAtf 9 ab.R 9 abc.R 



A a B 


Hình 62 


A 



BA ' c 

Hình 63 
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c2J2 

Sa 


s 2 b 2 


Tưong tự, S aB . c ,- ; Sac. Â .-Ẹ^g- 

Suy ra S A ' B ' C = -(a 2 +b 2 +c 2 ). 


9aốc. R 

rp I » / p abc V 2 .2 2 rt/*j2 

Ta lại có s - và ứ +6 + c = 9(/? 

4/? 

d2 _ j2 

nên S A ' B ' C ' = — 2 ■ 5.. 

4/? 2 


í/ 2 ) (theo bài 64) 


71. (h. 64) a) cos(a+ 90°) 

= -cos[l80° - (a + 90°)] 

= - cos (90° - a) = - sina. 


b) Dễ thấy AB’ = 
VÃC =Ă+ 90°. 


byjĩ 


AC'= 


:yỊĨ 


Trong tam giác AB’C’ ta có : 

B’C’ 2 =AB’ 2 + ÁC’ 2 - 2Afi'.AC'.cos BAC’ 
b 2 +c 2 


2 

b 2 +c 2 


+ bc sin A 


+ 25. 
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Tương tự, C’A’ 2 = — * g2 + 2S, A'B' 2 = — + 2S. 


Từ đó suy ra A’B’ 2 + BC 2 + C'A' 2 = ứ 2 + b 2 + c 2 

72. Giả sử ABCD là tứ giác nội tiếp với độ dài 
cạnh là a, b, c, d (h. 65). 

Khi đó A +c = 180° nên sin c = sinA ; 
cosC = - cosA. 

Ta có s = Sabd + $CDB ' 

= 4 ad sin A +ị bc sin c 
2 2 


+ 6S. 
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hay 2s = (ad + &c)sìil 4, suy ra sũl4 = — , , ■ 

ad + bc 


Mặt khác, tam giác ABD có BD 2 = a 2 + d 2 - lad.cosA , 

còn tam giác C5D có : BD 2 = b 2 + c 2 — 2bccosC = b 2 + 2 + 2bccosA. 

Suy ra a 2 + d 2 - b 2 - 2 = 2 (ad + bc)cosA 

2 . »2 _ 1 2 _ 2 

*_ a + <2 —ơ —c 

nên cosA =- -7 ——— - . 

2(aJ + bc) 

Do C0S 2 i4 + sin 2 i4 = 1 nên 16 s 2 + (a 2 + d 2 - b 2 - c 2 ) 2 = 4 (ad + bc ) 2 . 
Vậy 16S 2 = [2(ad + bc )] 2 - (<z 2 + d 2 — b 2 - c 2 ) 2 


= ( 2ad + 2bc + á 2 + d 2 - b 2 - c 2 )(2ad + 2bc - a 2 - d 2 + b 2 + c 2 ) 
= [(a + d) 2 -(b -c) 2 ].[(b + c) 2 - (a -d) 2 ] 

= (a + d + b - c)(a + d - b + c)(b + c + a - d)(b + c -a + d) 

= (2 p - 2c){2p - 2b){2p - 2d)(2p - 2a) 

= 16 (p - a)(p - b)(p - c)(p - d). 


Từ đó ta có s = yj(p - a)(p - b)(p - c)(p - d). 

73. (h. 66) a) Giả sử tam giác đã cho là ABC có 

AB = AC = b. 

Đặt B = c = a thì a < 90°. 

Ta có 

sina = 

_ V4 R 2 - b 2 

2 R 


2 R 


nên cosổ = cosC = cosa= Jl- 


4 R‘ 


A 



Ta lại có COS/4 = 
■ 


AB 2 + AC 2 - BC 2 
2AB.AC 


2b l - Ab l cos z a 


2 b‘ 


í 


= 1-2 cos 2 a = 1 - 2 


2 ^ 


1 - 




4 R 2 ) 


6 2 - 27? 2 
2 R 2 
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b) Diện tích tam giác là 

1 , 1 _ f ,2 . b 3 j4R 2 -b 2 

s= 4- BC.AH =4- .20cos a.bsìna=b sinacosa =- —z - 


4 R‘ 


Chu vi tam giác là 2p = 2b + 2b 


4R 2 - b 2 


^nu VI lam giac xa Lp = AU 1- ÍU --. 

1K 

s b 2 J4R 2 -b 2 

Bán kính đường tròn nội tiếp tam giác là r=— = -—— 1 — . r 

p 2R[2R+yj4R 2 -b 2 ) 

I - 


c) Ta phải tìm b để y = b°^4R 2 - b 2 đạt GTLN. 

Viết lại y = 3 V 3 . ^-(4 R 2 - b 2 ). Khi đó coi biểu thức trong căn 

là tích của bốn thừa sô' mà tổng của chúng bằng 4ỈC không đổi nên y đạt 
GTLN lchi và chỉ khi y = 4 R 2 - b 2 hay b 2 = 3 R 2 hay b-Ryỉỉ . 


Khi đó sinor = 


0 /0 rỹ 

-—- 4 - = - 4 - => a= 60°, ta được tam giác ABC là tam giác đều. 
2R 2 


74. Gọi Q, R, p là các tiếp điểm của đường tròn bàng tiếp ự, r a ) lần lượt với 
các đường thẳng BC, CA, AB (h. 67) thì: 



Hình 67 
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Sjab=\aB.JP = C -^, 


1 br„ 

Sjac = \acjr = °-f. 


Sj BC = \bc.jq = 2k. 


Ta có 


s - SjAB + SjAC ~ SjBC 

b + c — a 

~ 2 r ° 

a + b + c -2a 
= -—- r_ 

2 a ' 

Vậy s = (p- a).r a 

5 s 

75. Từ bài 74 (chương II), suy ra r a = —, tương tự r è = ——g ; 

s s 

r c = ———. Mặt khác, từ công thửc tính diện tích ta có r = —. Từ giả thiết 
suy ra: 

1 1 1 1 a _ 2 p — (b + c) 

p-a p~ p-b p-c p{p -a)~ (p- b)(p - c )' 

Vì 2p - (b + c) = ơ, suy ra p(p - a) = (p - b)(p - c ). 

pa = p{b + c) - bc => bc = p(b + c - a)= - - c - - .(b + c - a) 


2 bc = (b + c) 2 — a 2 

2,2 , 2 

a = b + c . 


1 2 2 2 _ 

o + c - a = 0 


Theo định lí Py-ta-go ta có A = 90°. 

76. a) (h. 68) Gọi / là trung điểm của BC và G là 
trọng tâm của tam giác ABC thì 

§*5 = ^ = 3.VậyS=3 S aBc . 

Ò GBC UÂ 

Lấy D là điểm đối xứng với G qua / ta được 
hình bình hành BGCD, do đó : 

$GBC = $BGD = 2 ^BGCD- 

Vậy S ABC = 3S bgd . 
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Tam giác BGD có độ dài ba cạnh bằng 10, 12, 18 nên : 
S BGD = ^20.(20 -10).(20 - 12)(20 - 18) 


Vậy 


= >/ 20 . 10 . 8.2 = 40 V 2 . 

s = 120v2. 


b) Giả sử m a = 15, m b = 18, m c = 27. Ta có : 

2 


b 2 +c 2 =2mỉ+^ 


c 2 + a 2 = 2m| + 


a 2 + b 2 = 2m 2 + 


0.0 0 4 0 0 0. 

a + b + c = y(mị + mị + mị) 


Ta lại có 


,2 2 4/ 9 

b -a = ị[mị 

u 2 2 _ 4 / 

b ~ c =TÌ 




m 2 

3 vc 


) = -132, 
- ì = 540. ■ 


Từ đó ta tính được b = 8>/ĨI, a = 2 V 209 , c = 2 V 4 Ĩ . 


__ . ,_ a „ 7 _ 0 _ 180° - 0 180° - 54° 

77. ã) b = a nên A = B = -—-=-——— 

2 2 


= 63 ò . 


AB = c=2a.sinị= 2.6,3.sin27° « 5,72. 

b) c 2 = 7 2 + 23 2 - 2.7.23.cosl30° 

« 578 - 322.(-0,6428) * 785. 

Vậy c « 28. 

Học sinh tự tính các góc A, B. 

78. a) c = 180° ~(Ầ + B) = 80°. 

„ c a b _ c.sin^4 7V3 

sinC sinA sinB y sinC 


sin 80° 


* 12,31, 


, c.sini? 14sin40° _ . . 

b = _ = ———— « 9,14. 


b) B = 20°; a = 


sinC sin 80° 
c. sin A 


sinC 


« 25,98; b = 13,82. 

sinC 


1704. 
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79. a) cos A = b + f L a » 0,7333; Ă «42°50'. 

2 bc 

cosB = - + f_~ b * 0,4857 ; ố « 60°56'. 

2 ac 

c = 180° ~(Ầ + B)» 76°14'. 

b) cosA = 0,5755 ; Ă « 54°52'. 

cos5 = 0,0998 ; B * 84°16'. 

€ * 40°52'. 

80 . ABC = 30° ; Ấcầ = 120 ° => Ả = 30°. 


Từ đó suy ra AC = CB= 100 => AH = AC.sin ACH = 50. 

Chiều cao của ngọn đồi là 50 mét. 

81. Trọng lực p được phân tích thành hai lực CM, CN dọc theo hai đoạn 
dây. Lực căng lên mỗi dây sẽ là : 


Cm\ = |p|. cos 45° = 5oV2(N) 


cw| = |p|.cos60° = 50(N). 


l|ll Bài tạp ôn tộp chương II 

, , 3>/2 , - 5V3 6V3_- I1V3 + 3V2 

^ 1 2 + ^ 2 2 2 

3 3 

5 = 4-l-4 + 5 = Ặ. 

2 2 


A 


83. (h. 69) cos (AB, AC) = cos60° = — 

cos(A5, 5C) = cosl20° = -^r. 

cos(Ã7, ÃC) = cos 30° =~ 

cos(AB, BJ) = COSỈ50 = “ 2 ' 



cos(B/, CI) = cos 120° = -~ 


Hình 69 
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84. (h. 70) Xét tam giác ABC cân đỉnh A có góc ở đáy bằng a, AH là đường cao. 
Ta có : 

s = ị-BC.AH = BH.AH, A 

2 

s = ị AB.AC. sin(l 80° - 2a) 

= \ AB.AC. sin 2a. 

2 

Từ đó AB.AC.sm2a = 2 BH.AH, 

. BH AH _ 

suy ra sin2a = 2.——.—— = 2cosa.sina. 

AB AC 

85. (h. 71) 

Đặt CĂ = ã,CB = b. 

— 

Khi đó CD = a + b ; cữ = \ và 

_2 7*2 7* 1 

a = b = 1 ; ữ. b — ~r. 

a) Giả sử CN = nCẴ = na. Khi đó ta có: 

ÃĨD = CD-CM = ã + j vằ ND = CD-CN = (ỉ-n)ã + b. 


B 


Suy ra : MD.ND = 


/ 

- A 


b 


ã + 

— 

« 


2 


V 

) 



(1 - n)ã + b 


r 2 / 
b f 


= (1 - rì)ã +-z- + 


1 + 


1-« N 


V 


ấ.b 


) 


, 1 3-n 9-5 n 

= 1 - n + 77 + —— = —— 

2 4 4 


£» 



, . ——. —- 9 

Để tam giác MDN vuông tại D ta phải có MD.ND = 0 hay n = . 

Vậy CN =ịã. 

Để tính diện tích tam giác MDN, ta tính bình phương độ dài hai cạnh MD 
và ND : 

\ 2 


MD 2 = MD = 


' b 

ị 

V J 


,11 7 

— 1 + — + — = —• 
4 2 4 
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. o —'2 

M) 2 = ND = ~ã + b 

\ 5 


\2 




16 

25 


+ l--r = 


4 

5 


21 

25 


, M „ c _ 1 /7 21 _ 

Vây w - 2\4'25 - ~2Õ~' 

b) Giả sử CP = pCA = pã. Ta có MP = CP - CM = pã - ]rb. 

2* 


Khi đó : MD.MP = 


4 




r 




_ 5 

_ b 

5 + 2 

pã 2 

V / 

V / 


1 1 p _5p-2 


_ _ A r _ 

p 4 4 + 4 

I 


Để tam giác PMD vuông tại M tạ phải có MD.MP = 0 hay p 
CF= S 3 - 


_^2 

Khi đó MP 2 = MP = 


r 


\2 


2. 6 
5 ữ 2 

V J 


4 1 1 _ 21 
25 + 4 5 “ 100 


Vậy 5 


_ 1 /21 7 _ 7>/3 
mữ _ 2 V100'4 " 40 ' 

25 5 


c) Theo trên, ta có MP = - ^r, PD = CD - CP = ã + t> - 

——♦2 4 11 21 

Bởi vậy: MP = -^ + 4-4 = 

w 25 4 5 


25 35 


—.2 9 . 3 49 

iõõ ; ™ =ẳ + 1+ 5 = i : 


MP.PD = Ẩ 1 3 


1 


21 


25 + 5 20 


2 100 

Gọi <p là góc hợp bởi hai đường thẳng MP và PD, ta có : 


cosọ = 


_ Mf\PD 21 


MP . />D 100 




V 


21 49 


\ 


100 ' V 25 


V 2 I 5 _ V 2 I 




10 '7 


14 


86. a) 2R = 


-Ịỉ— = 10 : ^Ệ- 

sinA 2 


20-73 


+ ồ. 
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b) Gọi M, N, p lần lượt là các tiếp điểm của BC, CA và AB với đường tròn 
nội tiếp tam giác ABC (h. 72). 

Ta có AP = AN = r.cot30° = 5. 

BP + NC = BM + MC = ư = 10. 

_ A 

Từ đó ta có : 

(b - AN) + (c - AP) = 10 
hay b + c = 20. 

Theo định lí côsin : 

a 2 = b 2 + c 2 - 2òccos60° 


( 1 ) 


hay a = (b + C) - 2bc - bc, 


Ịb + c) 2 - ư 2 _ 20 2 - 10 2 



suy ra bc = 
do đó bc - 100. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra b, c là nghiệm của phương trình bậc hai X - 20jc + 100 = 0. 
Phương trình này có nghiệm kép b = c = 10 nên ABC là tam giác đều. 

87. a) Ta chỉ phải tìm độ dài cạnh BC. 

Áp dụng định lí côsin 

BC 2 = 10 2 + 4 2 - 2.10.4.cos60° = 76. 

Suy ra BC « 8,72. 

Chu vi tam giác 2p « 10 + 4 + 8,72 « 22,72. 
b) (h. 73) 

Kẻ đựờng cao BH ta có 

AH = A5.cos'60° = 5, 
suy ra HC = 5-4=1. 

BH = i45.sin60° = 5^3 . 

tanC = -tan BCH = = - 5 ^ 3 . 

HC 

Hình 73 
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c) (h. 74) 

Để BE là tiếp tuyến của đường tròn (4 DE ). 
phải có BE 2 = BA.BD = 10(10 + 6) = 160. Ta 
có AE = X, áp dụng định lí côsin cho tam giác 
ABE : BE 2 = X 2 + 100 - 10jc. a 

Từ đó dẫn đến phương trình 10 

JC 2 - 10jc + 100 = 160 

2 B E 

hay X - 1 0jc — 60 = 0, phương trình này có 

■ Hình 74 

một nghiệm dương là X = 5 + 4ss . Vậy 

điểm E cần tìm là điểm trên tia AC và cách 4 một khoảng bằng 5 + 4s5. 



88. (h. 75) 

á) Theo định lí sin, trong tam giác ABD : 


BD _ AD 
sin (p sin(5-ộ?)’ 



trong tam giác BCD : 

CD _ BD 
sin (p sin(C - (ộ)' 



trong tam giác ACD : 


AD CD 
sin ọ sin(4 - (Ọ)' 



Hình 75 


ADMXCD _ _ AD.BD.CD _ 

ư otac : s ị n 3 ^ sin(4 - ộ?).sin(£ - ộ?).sin(C - (p) 

Suy ra đẳng thức cần chứng minh. 

b) Áp dụng định lí côsin vào tam giác DAB, ta có 


BD 2 = AB 2 + AD 2 - 2AB.AD.costp. 


Mặt khác, AB.AD.sinọ = S ABD . 

Từ đó suy ra BD 2 = AB 2 + AD 2 - 4S£) i4 g.cotộJ. 
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Tương tự : CD 2 = BC 2 + BD 2 - 4S DBC .cot<p ; 

AD 2 = AC 2 + CD 2 - 4S DCA .cotọ. 

Gông theo vế rồi biến đổi với chú ý rằng tổng diện tích ba tam giác nhỏ 
bằng diện tích 5 của tam giác ABC, ta được : 


coi ọ = 


_ a 2 + b 2 + c 2 _ a 2 + b 2 + c 


45 


abc 


R. 


Theo bài 58 (chương II) cot/4 + cotổ + cot c = 
Từ đó suy ra đẳng thức cần. chứng minh. 


fl 2 + fr 2 + c 2 
abc 


R. 


89. (h. 76) S A ' B 'C'- 


A' B'.B'C'.C' A’ 
4 R 


»ABC 


AB.BC.CA 
4 R 


p .„.„ S A . B . C _ A'B'.B'C'.C'A' ^ 
Suy ra w = AB K.CA < > 


Ta lại có AMAB co AMB'A’ nên 

A'B' _ MA' _ MA.MA' 
AB - MB ~ MA.MB 


Do MA .MA ’ = 


M/(0) 


= R 2 - MO 2 


nên 


A'B' _ /g 2 - MÓ 2 


AB 


MA.MB 



B'C' 


R 2 -MO 2 C'A' R 2 -M0 2 


Hình 76 


Tương tự BC MB MC ’ CA MC.MA 
Thay (**) vào (*) ta được điều phải chứng minh. 




90. (h. 77) a) Kẻ hai tiếp tuyến của tại B và c, chúng cắt nhau ở /. Khi dó 
dễ thấy đường tròn tâm I bán kính r = IB = IC thoả mãn yêu cầu. 
b) Kẻ đường thẳng OM, nó cắt đường tròn (/) ở N (N * M), ta có 

ÕMÕN = OB 2 (= ỉP m) ). 
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Từ đó ta có OM.(OM + MN ) = R 2 , 
suy ra OM 2 - MO.MN = R 2 , 
hay MO.MN = OM 2 - R 2 

= & m <f) = MB.MB'. 

Vậy N, B, o, B' cùng thuộc một 

đường tròn, suy ra NOB' = NBM. 

Tương tự ta có N, c, o, C’ cùng 
thuộc một đường tròn, suy ra 

mẽ' = NCM. 



Do tứ giác NBMC nội tiếp nên NBM + NCM = 180°. 

Từ đó ta có NOB' + NOC' = 180°. Vậy ba điểm o, B\ C' thẳng hàng hay 
B’C' là đường kính của đường tròn '(íũ). 


91. (h. 78) 

a) Lấy điểm H ] đối xứng với H qua A' hay A’H = - A'H x . 

Khi đó BH£ = BĨĨC = bIĨC' = 180° - Ă . 

Suy ra ABHỵC là tứ giác nội tiếp, do đó 

T^BÃ^C = A' H x .Ã 7 ! = -Ãlĩ.Ã 7 ^. 


b) Đường tròn (€) và đường 

tròn tâm / đường kính HA có 
B'C’ là trục đẳng phương. Kẻ 

tiếp tuyến của fiể) tại J cắt 
đường thẳng BC ở K thì 


KÍ 1 = KB.KC = . 

Ta hãy tính phương tích của K 
dối với đường tròn tâm / : 


&m> = K ' 2 - 




K 


AH 


\2 


J 


A 



c 


7A- BT HlNH HỌC (NC) 
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„. ,2 —;2 

= KA ' 2 + A'I - 


r—r\ 2 

A// 


2 

V y 


K4' 2 + 




V 


A'A + A'H 


\2 


í A'H - A'A 


X 




V 


y 


= /í:A' 2 + A' H.A' A 


Theo câu a), A'H.A' A = -A B.A'c. Mặt khác ta có BJC = 90° (góc nội 
tiếp chắn nửa đường tròn) và JA’ _L BC nên A'J 2 = -A'B. A'C. 

Vậy ^K/d) =KA ã + A'J 2 = KÍ 2 = , suy ra ÁT thuộc trục đẳng phương 

B’C '. Vậy ba đường thẳng 5C, 5'C' và tiếp tuyến tại J của (9o) đồng quy 

ỞK. 


Các bài tập trắc nghiệm chương II 


1. (D) 

2.(A) 

3. (A) 

4. (C) 

5. (D) 

6. (B) 

7. (C) 

8. (C) 

9. (B) 

10. (C). 
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7B- BT HlNHHỌC(NC) 



























PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ 
TRONG MẶT PHẲNG 


A. CÁC KIÊN THỨC CO BAN VÀ »Ể BÀI 

§1. Phương trình tổng quát của đưòng thẳng 


I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1 . • Phương trình tổng quát của đường thẳng cố dạng ax + by + c = 0 {a + 0 ^ 0 ); 
h = (ơ; b) là một vectơpháp tuyến. 

Đặc biệt: 

- Khỉ b = 0 thì đường thẳng ax + c = 0 song song hoặc trùng với Oy (h. 19a); 

- Khi <3 = 0 thì đường thẳng by + c = 0 song song hoặc trùng với Ox (h. 19b); 

- Khỉ c = 0 thi đường thẳng ax + by = 0 đi qua gốc toạ độ (h. 19c). 

• Đường thẳng đi qua M(x 0 ; ;y 0 ) và nhận h = {a\ b) làm vectơpháp tuyến có 
phương trình 

a(x - x ữ ) + biy-yo) =0. 

2. Đường thẳng cắt trục Ox tại A(a ; 0) và Oy tại 5(0 ; b) (ơ và b khác 0) có 

X y 

phương trình theo đoạn chắn — + 7 - = 1 (h. 80). 

a b 

3. • Phương trình đường thẳng theo hệ số góc có dạng y = kx + b, trong đó 
k = tan <2 với a là góc giữa tỉa Mt (phần của đường thẳng nằm phía trên Ox) 
với tia Mx (h. 81). 

• Đường thẳng qua M(x 0 ; y 0 ) và có hệ số góc là k thì có phương trình: 

y-y 0 = k(x- x 0 ). 







b) 

Hình 79 


Hình 80 


Hình 81 
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4. VỊ trí tương đôi của hai đường thẳng 

Cho hai đường thẳng A] : a ịX + bịy + C| = 0 và A 2 : a 2 x + b^ỵ + c 2 


= 0 . 


Đặt D = 


ứ, bị 

a 2 b 2 


D x = 


b\ c \ 


D y = 


Cj a x 

Co đ' 


. Khi đố 


\b 2 c 2 
Aị cắt A ? <=> D ± 0 ; 

Aj // A 2 <=> D = 0 và D x * 0 (hoặc Dy * 0) ; 

A, s A 2 « D = D x = Dy - 0. 

Đặc biệt khi a 2 , b 2 , c 2 khác 0 thì 


Aị cắt A 2 <=> 


< 3 , ồ, . //A a I 

T~ ’ A 1 //A 2 0 — 


r 2 


A lsAo0 fL = ỆL = £i 






II-ĐỂ BÀI 

1. Viết phương trình các đường cao của tam giác ABC biết /4(-l ; 2), 
5(2 ; -4), C( 1 ; 0). 

2. Viết phương trình các đường trung trực của tam giác ABC biết M(-1 ; 1), 
yv(l ; 9), 5(9 ; 1 ) là các trung điểm của ba cạnh tam giác. 

3. Cho đường thảng A : ax + by + c = 0. Viết phương trình đường thẳng A' đối 
xứng với đường thẳng A : 

a) Qua trục hoành ; b) Qua trục tung ; c) Qua gốc toạ độ. 

4. Cho điểm /4(1; 3) và đường thẳng A : X - 2y + 1 = 0. Viết phương trình 
đường thẳng đối xứng với A qua A. 

5. Xét vị trí tương đối của mỗi cặp đường thẳng sau : 

a) cìị : 2x - 5y + 6 = 0 và d 2 : -X + y - 3 = 0; 

b) dị : -3x + 2y - 1 - 0 và d 2 : 6x - 4y - 7 = 0 ; 

c ) dị : \Í2 X + y - 3 = 0 và d 2 : 2x + V - 3 V 2 = 0 ; 

d) dị : (m - 1 )x + my + 1 = 0 và d 2 : 2x + y - 4 = 0 . 

6 . Biện luận vị trí tương đối của hai đường thẳng sau theo tham số m 

Aj : 4.V - my + 4 - m = 0 ; 

A 2 : (2 m + 6)x + y - 2m -1=0. 


100 



7. Cho điểm A (—1 ; 3) và đường thẳng À có phương trình „Y - 2y + 2 = 0. 
Dựng hình vuông ABCD sao cho hai đỉnh B, c nằm trên A và các toạ độ 
của đỉnh c đều dương. 

a) Tim toạ độ các đỉnh B, c, D ; 

b) Tính chu vi và diện tích của hình vuông ABCD. 

8 . Chứng minh rằng diện tích 5 của tam giác tạo bởi đường thẳng A : ax + by + c = 0 

c 2 

(a, b, c khác 0 ) với các trục toạ độ được tính bởi công thức : 5 = 1 I ■ 

2 \ab\ 

9. Lập phương trình đường thảng A đi qua P( 6 ; 4) và tạo với hai trục toạ độ 
một tam giác có diện tích bằng 2 . 

10 . Lập phương trình đường thẳng A đi qua <2(2 ; 3) và cắt các tia Ox, Oy tại 
hai điểm M, N khác điểm o sao cho OM + ON nhỏ nhất. 

"v 

11 . Cho điểm M(a ; b) với a > 0, b > 0. Viết phương trình đường thẳng qua M 
và cắt các tia Ox, Oy lần lượt tại A, B sao cho tam giác OAB có diện tích 
nhỏ nhất. 

12 . Cho hai đường thẳng dị : 2x - y - 2 = 0, d 2 : X + y + 3 = 0 và điểm M{ 3 ; 0). 

a) Tim toạ độ giao điểm của dị và d 2 . 

b) Viết phương trình đường thẳng A đi qua M, cắt d I và d 2 lần lượt tại điểm 
A và B sao cho M là trung điểm của đoạn thẳng AB. 

13 . Cho tam giác ABC có A(0 ; 0) , B( 2 ; 4), C (6 ; 0) và các điểm : M trên cạnh 
AB, N trên cạnh BC, p và Q trên cạnh AC sao cho MNQP là hình vuông. 

Tim toạ độ các điểm M, N, p, Q. 

§2. Phương trình tham số của đưòng thẳng 


I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 


/. Đường thẳng đi qua điểm M{x 0 ; J 0 ) và nhận ũ(a ; b) làm vectơ chỉ phương 


có phương trình tham sô : 


.V = Jf 0 + at 

< 

y = y 0 + bt. 



Ị 

\ 



2. Đường thẳng di qua điểm M(;c 0 ; 3 >o) và nhận ữ(a ; b) (a và h khác 0) làm 

9 X — Xr\ ỵ — 

vectơchỉ phương có phương trình chính tắc: — — -p- - = —— Ị— 

a b 

Chú ý. Khi (2 = 0 hoặc b = 0 thì đường thẳng không có phương trình chính tắc. 


II-ĐỀ BÀI 

14 . Viết phương trình tổng quát của các đường thẳng sau 
x = \-2t íx = 2 + t ỉx = —3 


a) 


y = 3 + t 


b) 


X — 2 + t 

b = -2-r ; 


c) 


y = 6 - 2t 


d) 


= -2 - 3 1 


X = 

^ = 4 


15 . Viết phương trình tham số của các đường thẳng sau 


a) 3-X - ;y - 2 = 0 ; b) -2x + y + 3 = 0 ; c) X - 1 = 0 ; d) ;y - 6 = 0. 

16 . Lập phương trình tham số và phương trình chính tắc (nếu có) của đường 
thẳng d trong mõi trường hợp sau 

a) d đi qua /4(-l ; 2) và song song với đường thẳng 5 jc +1=0; 

b) d đi qua 5(7 ; -5) và vuông góc với đường thẳng X + 3?-6 = 0; 

c) d đi qua C(- 2 ; 3) và có hệ số góc k = -3 ; 

d) d đi qua hai điểm M(3 ; 6 ) và N(5 ; -3). 

_ \x = X, + at 

17 . Cho hai đường thẳng dị : <Ị và d 2 : ị 

b = y x +bt 


X = X 2 + ct' 

y = y 2 + dt' 


(jcị, x 2 ,y\ , y 2 là các hằng số). Tim điều kiện của a, b, c, d để hai đường 
thẳng dịVằ d 2 \ 

a) Cắt nhau ; b) Song song ; c) Trụng nhau ; d) Vuông góc với nhau. 

18 . Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng sau và tìm toạ độ giao điểm 
của chúng (nếu có) : 

Ịx = ỉ + 21 

a)Aj:r ■ vàA 2 : 2x-y-l =0 ; 

[y = - 3 - 3t 


b) : ị 


x = -2t x-2 y-3 

y = ỉ + t 2 4 . -2 ; 
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c) A, : 


X = -2 + t 

y --C 


và A- 


1 \ * ' x + 2 y + 3 
d) A| : ——— = -— và A 


X = 4/' 

ừ = 2 -,' ; 

X - \ _ y + 18 
2 -10 


19 . Cho hai đường thẳng 


dị : 


X = 2 - 3/ 
y = 1 + / 


và d' 


X = -1-2/’ 
y = 3 - /’ 


a) Tìm toạ độ giao điểm M của dị và d 2 . 

b) Viết phương trình tham số và phương trình tổng quát của 

- Đường thẳng đi qua M và vuông góc với d{, 

— Đường thẳng đi qua M và vuồng góc với d 2 . 


20. Cho đường thẳng A : < 


X = -2-2 1 


và điểm M{ 3; 1). 


[y = l + 2t 

a) Tìm điểm A trên A sao cho A cách M một khoảng bằng VĨ3. 

b) Tìm điểm B trên A sao cho đoạn MB ngắn nhất. 

21. Một cạnh tam giác có trung điểm là M {-1 ; 1). Hai cạnh kia nằm trên các 

, ị X = 2 — t , 

đường thắng 2x + 6y + 3 = 0 và s . Lập phương trình đương thăng 

[y = t 

chứa cạnh thứ ba của tam giác. 


22. Cho tam giác ABC có phương trình cạnh BC là 


V X — ỉ _ y -3 

à —- --- 


, phương trình 


các đường trung tuyến BM và CN lần lượt là 3x + y — 7 = 0 và X + y — 5 = 0. Viết 
phương trình các đường thẳng chứa các cạnhyl/?, AC. 

23 . Lập phương trình các đường thẳng chứa bốn cạnh của hình vuông ABCD 

, \x = -\ + 2t 

biết đỉnh A(-l ; 2 ) và phương trình của một đương chéo là 

y = -21. 

__ \x = -2 1 [x = -2 

24 . Cho hai đường thẳng A : < và A : < 

y = l + t. ịy = t\ 


Viết phương trình đường thẳng đối xứng với A' qua A. 


25. Cho hai điểm A(-l; 2), B {3 ; 1) và đường thẳng A : 


X = 1 + t 

y — 2 + t. 


103 



Tìm toạ độ điểm c trên A sao cho : 

m È 

a) Tam giác ABC cân. 

b) Tam giác ABC đều. 


§3. Khoảng cách và góc 


I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

I 


1. Khoảng cách từ điểm M(xq\ y ữ ) đến đường thẳng A : ax + by + c = 0 được 
tính theo công thức 


d(M-A) = 


ax 0 + by ữ + c 


vía* + ố 2 


2. Cho hơi điểm M(x m ; y M ), N(x n ; y N ) và đường thẳng A: ax + by + c = 0. Khi đó 
M và N nằm cùng phía đối với A <=> (ax M + by M + c){ax N + by N + c) > 0; 
M và N nằm khác phía đối với A <=> (ax M + by M + c){ax N + by N + c) < 0. 

3. Cho hai đường thẳng Aị : a { x + b(y + Cị = 0 và A 2 : a^x. + b-yy + c 2 = 0. Khi đó 

• Phương trình hai đường phân giác của các góc tạo bởi A) và A 2 là 

OịX + býy + Cị _ a 2 x + b 2 y + c 2 

\l a ỉ + b\ \l a 2 + ^2 

• GÓC giữa Aị và A 2 được xác định bởi công thức 


COSÍA^ A 2 ) = 


Aị _L A 2 o ơịơ 2 + byb 2 — 0. 


ƠỊ a 2 + byb 2 


Jaf +b?.yjaị +bl 


II - ĐỀ BÀI 


26. Cho tam giác ABC với A = (-1 ; 0), B = (2 ; 3), c = (3 ; -6) và đường 
thẳng A : X - 2y - 3 = 0. 

a) Xét xem đường thẳng A cắt cạnh nào của tam giác. 


b) Tim điểm M trên A sao cho MA + MB + MC 


nhỏ nhất. 
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27. Cho ba điểm /1(2 ; 0), 5(4 ; 1), C(1 ; 2) 

a) Chứng minh rằng A, B, Clà ba đỉnh của một tam giác. 

b) Viết phương trình đường phân giác trong của góc A. 

c) Tìm toạ độ tâm / của đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

28. Tìm các góc của một tam giác biết phương trình các cạnh tam giác đó là : 

X + 2y = 0 ■, 2x + y = 0 ; * + y = 1. 

/■ 

_ 1 "I" 2 1 

29. Cho điểm A = (-1 ; 2) và đường thẳng A : < 

[y = ~ 2t - 

Tính khoảng cách từ điểm A đến đường thẳng A. Từ đó suy ra diện tích của 
hình tròn tâm A tiếp xúc với Á. 

30. Với điều kiện nào thì các điểm M(x 1 ; yj) và N(x 2 ; y 2 ) đối xứng với nhau 
qua đường thẳng A: ax + by + c = 0 ? 

31. Biết các cạnh của tam giác ABC có phương trình : 

AB : X -y + 4 = 0 ; BC : 3x + 5y + 4 = 0 ; AC : 7x + y -12 = 0. 

a) Viết phương trình đường phân giác trong của góc A ; 

b) Không dùng hình vẽ, hãy cho biết gốc toạ độ o nằm trong hay nằm 
ngoài tam giác ABC. 

32. Viết phương trình đường thẳng 

a) Qua A(-2 ; 0) và tạo với đường thẳng d : X + 3y -3 = 0 một góc 45° ; 

, ịx = 2 + 3t _ , Q 

b) Qua B {-1 ; 2) và tạo với đường thắng d: \ một góc 60 . 

[y = ~ 2t 


33. Xác định các giá trị của ơ để góc tạo bởi hai đường thẳng 


X = 2 + at 
y = l-2t 


và 3x + 4y + 12 = 0 bằng 45°. 

34. a) Cho hai điểm A(1 ; 1) và 5(3 ; 6). Viết phương trình đường thẳng đi qua 
A và cách B một khoảng bằng 2. 

b) Cho đường thẳng d có phương trình 8x - 6y - 5 = 0. Viết phương trình 
đường thẳng A song song với d và cách d một khoảng bằng 5. 

35. Cho ba điểm /4(1 ; 1), 5(2 ; 0), C(3 ; 4). Viết phương trình đường thẳng đi qua 
A và cách đều hai điểm 5, c. 
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36. a) Cho tam giác ABC cân tại A, biết phương trình các đường thẳng AB, BC 

lần lượt là X + 2y - 1 = 0 và 3x - y + 5 = 0. Viết phương trình đường thẳng 
AC biết rằng đường thẳng AC đi qua điểm M{\ ; -3). 

b) Cho hai đường thẳng Aị : 2x - y + 5 = 0, A 2 : 3x + 6y -1 = 0 và điểm 
M(2 ; -1). Viết phương trình đường thẳng A đi qua M và tạo với hai đường 
thẳng Aị, A 2 một tam giác cân có đỉnh là giao điểm của Aj và A 2 . 

37. Cho hai đường thẳng song song Aj : ax + by + c = 0 và A 2 : ax + by + d. = 0. 
Chứng minh rằng 

c - d\ 

a) Khoang cách giữa A] và A 2 bằng . ; 

Vứ 2 + b 2 

b) Phương trình đường thẳng song song và cách đều Aị và A 2 có dạng 

, , c + d 

ax + by H-—— = u. 

2 

Áp dụng. Cho hai đường thẳng song song có phương trình -3x + 4 y -10 = 0 
và -3x + Ay + 1 = 0. Hãy lập phương trình đường thẳng song song và cách 
đều hai đường thẳng trên. 

38. Cho hình vuông có đỉnh A = (-4 ; 5) và một đường chéo nằm trên đường 
thẳng có phương trình Ix - y + 8 = 0. Lập phương trình các đường thẳng 
chứa các cạnh và đường chéo thứ hai của hình vuông. 

. Hai đường phân giác trong của 

góc B và c lần lượt có phương trình X - 2y = 0 và ;t + 3y -1 =0. Viết 
phương trình cạnh BC của tam giác. 

40. Cho hai điểm P(l; 6) , Q(-3 ; -4) và đường thẳng A : 2x - y - 1 = 0. 

a) Tìm toạ độ điểm M trên A sao cho MP + MQ nhỏ nhất; 

b) Tìm toạ độ điểm N trên A sao cho I NP - NQ\ lớn nhất. 


39. Cho tam giác ABC có đỉnh A = —; — 


41. Cho đường thẳng A m : (m - 2)x + (m - l)y + 2m- 1 = 0 và hai điểm A(2 ; 3), 
5(1 ; 0). 

a) Chứng minh rằng A m luôn đi qua một điểm cố định với mọi m ; 

b) Xác định m để A m có ít nhất một điểm chung với đoạn thẳng AB ; 

c) Tìm m để khoảng cách từ điểm A đến đường thẳng A m là lớn nhất. 
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§4. Đưòng tròn 


I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1 . • Phương trình đường tròn tâm ỉ(a; b), bán kính R có dạng: 

(x - a) 2 + (y - b ) 2 = R 2 
hay dạng khai triển : 

X + y 2 - 2ax - 2 by + c = 0 với c = a 2 + b 2 -R 2 . 





01 a X 
Hình 82 
2 . ,2 


• Phương trình X + y — 2ax - 2by + c = 0 với điều kiện a + b — c > 0, là 
phương trình đường tròn tâm ỉịa; b), bán kính R = Va 2 + b 2 - c (h. 82). 

2. Chođườngtròn( ịịỆtamỉ(a; b), bán kínhR và đường thẳng ối: ax + py + ỵ = 0. 

. ..... _ ơa + ổb + ỵ I 

A tiếp xúc với ( <=> d(ĩ ; A) = R <=> — , — = R. 

J « 2 + fi 2 


II-ĐỀ BÀI 

42. Tìm toạ độ tâm và tính bán kính của các đường tròn sau 

a) (x + 4) 2 + (j> - 2) 2 = 7 ; d) X 2 + y 2 - l(k - lOy = 55 ; 

b) (x - 5) 2 + (y + 7) 2 = 15 ; e) X + y 2 + Sx - 6y + 8 = 0 ; 

c) X 2 + y 2 - 6x - 4y = 36 ; f) X 2 + y 2 + 4x + lOy + 15 = 0. 

43. Viết phương trình đường tròn đường kính AB trong các trường hợp sau 

a) AỢ ; -3) ; B( 1 ; 7); b) A(-3 ; 2) ; B( 7 ; -4). 

44. Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC biết A = (1 ; 3), B - (5 ; 6), 

c = (7 ; 0)7 

45. Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC biết phương trình các 
cạnh AB : 3x + 4y - 6 = 0 ; AC : 4-jc + 3jy — 1=0; BC : y = 0. 

46. Biện luận theo m vị trí tương đối của đường thẳng A m : X - my + 2m + 3 = 0 
và đường tròn (*í (d) : X 2 + y 2 + 2x - 2y - 2 = 0. 

47. Cho ba điểm A{- 1; 0), 5(2 ; 4), C(4 ; 1). 

a) Chứng minh rằng tập hợp các điểm M thoả mãn 3M/4 2 + MB 2 = 2 MC 2 là 
một đường tròn (tể). Tim toạ độ tâm và tính bán kính của (*©). 
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b) Một đường thẳng A thay đổi đi qua A cắt (9ũ) tại M và N. Hãy viết 

phương trình của A sao cho đoạn MN ngắn nhất. 

48. Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với các trục toạ độ và 

a) Đi qua /4(2 ; -1) ; 

b) Có tâm thuộc đường thẳng 3x - 5y - 8 = 0. 

49. Viết phương trình đường tròn tiếp xúc với trục hoành tại điểm /4(6 ; 0) và 
đi qua điểm 5(9 ; 9). 

50. Viết phương trình đường tròn đi qua hai điểm /4(-l ; 0), 5(1 ; 2) và tiếp 
xúc với đường thẳng X - y - 1 = 0. 

51. Viết phương trình đường thẳng A tiếp xúc với đường tròn (9ữ) tại /4 € ($) 
trong mỗi trường hợp sau rồi sau đó vẽ A và (9ữ) trên cùng hệ trục toạ độ 

a) (%:x 2 +y 2 = 25, /4(3 ; 4); d) (% : X + y 2 = 80 , /4(-4 ; -8); 

b) {%: X + y = 100, /4(-8 ; 6); e) (%: (x - 3) 2 + (y + 4) 2 = 169, /4(8 ; -16); 

c) (% : X + y = 50, /4(5 ; -5); f) {% : (x + 5) 2 + (y - 9) 2 = 289, /4(-13 ; -6). 

52. Cho đường tròn (9ề) : (x - a) 2 + (y - b) 2 = R 2 và điểm Mq(x 0 ; yo) € 
Chứng minh rằng tiếp tuyến A của đường tròn (v) tại Mq có phương trình : 

(.Xo - a)(x -a) + (y ữ - b)(y - b) = R 2 . 

53. Cho đường tròn ộ €): X 2 + y 2 - 2x + 6y + 5 = 0 và đường thẳng d : 

2 X + y - 1 = 0. Viết phương trình tiếp tuyến A của ộế), biết A song song 
với d ; Tìm toạ độ tiếp điểm. 

54. Cho đường tròn (^) : X 2 + y 2 - 6x + 2y + 6 = 0 và điểm /4(1 ; 3). 

a) Chứng minh rằng /4 ở ngoài đường tròn ; 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của kẻ từ /4 ; 

c) Gọi Tị, T 2 là các tiếp điểm ở câu b), tính diện tích tam giác AT{ĩ 2 - 

55. Cho đường tròn (9Ố) có phương trình X 2 + y 2 + 4x + 4 y -17 = 0. Viết 
phương trình tiếp tuyến A của (v) trong môi trường hợp sau 

a) A tiếp xúc với (9ề) tại M{2 ; 1); 

b) A vuông góc với đường thẳng d : 3x - 4y +1 = 0 ; 

c) A đi qua /4(2 ; 6). 
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56. Cho hai đườpg tròn 

(%) : X + y 2 - 4x - 8y + 11 = 0 và (%): X + y 2 - 2x - 2y - 2 = 0. 

a) Xét vị trí tương đối của ộ ) và (%)■ 

b) Viết phương trình tiếp tuyến chung của (^ữị) và ($ 2 ). 

57. Cho n điểm AIcI; yj), i4 2 (.*2Ỉ y 2 )'"-> A n {x n \ y n ) và /7+1 số : kị, k 2 . k n , k 

thoả mãn &1 + k 2 + . . . + k n * 0. Tìm tập hợp các điểm M sao cho 

kịMAị + k^MAị + ... + k n MA 2 n = k. 

58. Cho đường cong ọể m ) có phương trình : 

2 2/ 

X + y + (m + 2)x — (m + 4)y + m + 1=0. 

\ 

a) Chứng minh rằng yể m ) luôn là đường tròn với mọi giá trị của m. 

b) Tìm tập hợp tâm các đường tròn yể m ) khi m thay đổi. 

c) Chứng minh rằng khi m thay đổi, họ các đường tròn ụể m ) luôn đi qua 
hai điểm cố định. 

d) Tìm những điểm trong mặt phảng toạ độ mà họ ụể m ) không đi qua dù m 
lấy bất cứ giá trị nào. 

§ỗ. Đường elip 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Định nghĩa. Cho hai điểm cô định Fị, F 2 với FịF 2 -2c (c> 0) vừ Số2a (a > c). 
Eỉip (E) là tập hợp các điểm M sao cho MF Ị + MF 2 = 2 a. 

(E) = {M : MFị + MF 2 = 2aị. 

F Ị, F 2 gọi là các tiêu điểm, khoảng cách FỵF 2 = 2c gọi là tiêu cự của ( E ). 

2 2 

2. Phương trình chính tắc của elip : —Y + = 1 (a> b> 0) (h. 83). 

a b 

a 2 = b 2 + c 2 ; ớ là tâm đối xứng ; Ox, Oy là các trục đối xứng. 
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Trục lớn A\A 2 = 2 a nằm trên Ox; 

Trục bé BịB 2 =2 b nằm trên Oy ; 

Các đỉnh : A Ị i-a ; 0), A 2 (a ; 0), fi[(0 ; -b), B 2 { 0 ; b ); 
Hai tiêu điểm : F j(-c ; 0) , F 2 (c ; 0) ; 

c 

Tâm sai e = — ; 


Ai o h) A 2 X 


Hình 83 


Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở: X = ± a, y = ± b ; 
Bán kính qua tiêu của điểm M(x m ; y M ) e (E) : 

c c 

MFị = a + ex M = a + —X M ; MF 2 = a - ex M = a - -~X M . 

ữ Cỉ 


II - ĐỂ BÀI 

59. Cho đường tròn (^) tâm ƠJ, bán kính Rị và 
đường tròn (^ 2 ) tâm 0 2 , bán kính R 2 . Biết 

đường tròn (Xữ 2 ) nằm trong đường tròn ọể\) 

và tâm của hai đường tròn không trùng nhau 
(h. 84). Tìm tập hợp tâm của các đường tròn 

tiếp xúc ngoài với ụể 2 ) và tiếp xúc trong 
với (Ĩd\). 



60. Xác định tâm đối xứng, độ dài hai trục, tiêu cự, tâm sai, toạ độ các tiêu 
điểm và các đỉnh của mỗi elip sau : 

2 . 2 

a ) í? + T^ = 1 > d)4x 2 +16/-l=0; 

25 16 

b) X 2 + 4^ 2 = 1 ; e) X 2 + 3^ 2 = 2 ; 

c) 4x 2 + 5^ 2 = 20 ; f) mx 2 + ny 2 = 1 (n > m > 0, m * n). 

Vẽ elip có phương trình ở câu a). 
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61. Lập phương trình chính tắc của elip ( E) biết 

a) /4(0 ; -2) là một đỉnh và F(1 ; 0) là một tiêu điểm của (E ); 

b) Fị(- 7 ; 0) là một tiêu điểm và ( E ) đi qua M(- 2 ; 12); 

3 

c) Tiêu cự bằng 6, tâm sai bằng ^ ; 

# 

d) Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở là * = ± 4, y = ±3. 


e) ( E) đi qua hai điểm M (4 ; yfĩ) và N(2yỈ2 ; -3). 


62. Mặt Trăng và các vệ tinh của Trái Đất 
chuyển động theo quỹ đạo là các 
đường elip mà tâm Trái Đất là một 
tiêu điểm. Điểm gần Trái Đất nhất 
trên quỹ đạo gọi là điểm cận địa , 
điểm xa Trái Đất nhất trên quỹ đạo 
gọi là điểm viễn địa (h. 85). 



a) Biết khoảng cách từ điểm viễn địa và điểm cận địa trên quỹ đạo của một 
vệ tinh đến tâm Trái Đất thứ tự là m và n. Chứng minh rằng tâm sai của 


quỹ đạo này bằng 


m - n 
m + n 


b) Biết độ dài trục lớn và độ dài trục bé của quỹ đạo Mặt Trăng là 
768806km và 767746km. Tính khoảng cách lớn nhất và khoảng cách bé 
nhất giữa tâm Trái Đất và tâm của Mặt Trăng. 


x 2 

63. Tìm những điểm trên elip (E ): -L- + y =1 thoả mãn 

y 


a) Có bán kính qua tiêu điểm trái bằng hai lần bán kính qua tiêu điểm phải. 

b) Nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông. 


c) Nhìn hai tiêu điểm dưới góc 60°. 

2 2 

64. Cho elip ( E) : = 1 (a > b > 0). Gọi Fị, F 2 là các tiêu điểm và i4], 

a 2 b 2 

A 2 là các đỉnh trên trục lớn của ( E ). M là điểm tuỳ ý trên ( E) có hình chiếu 
trên Ox là H. Chứng minh rằng 

a) ME ị. ME 2 + OM 2 = a 2 + b 2 ; 
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b) (MF X - MF 2 ) 2 = 4(0M 2 - b 2 ); 

h 2 _ 

c) HM 2 = -^j.HA v HA 2 . 


X y 

65. Cho elip ( E ) có phương trình = 1. 

a) Tìm toạ độ các tiêu điểm, các đỉnh ; tính tâm sai và vẽ elip (E). 

b) Xác định m để đường thẳng d : y = X + m và (E) có điểm chung. 

c) Viết phương trình đường thẳng A đi qua M( 1 ; 1) và cắt ( E ) tại hai điểm 
A, B sao cho M là trung điểm của đoạn thẳng AB. 


66. Cho elip (E) : = 1 (a > b > 0). 

a L b z 

a) Chứng minh rằng với mọi M thuộc ( E ), ta luôn có b < OM < a. 

b) Gọi A là giao điểm của đường thẳng có phương trình OCX + Py = 0 với 
(E). Tính OA theo a,b, a, p. 

c) Gọi B là điểm trên (E) sao cho OA ± OB. Chứng minh rằng tổng 


——r- + — -z- có giá trị không đổi. 
OA 2 OB 2 


d) Chứng minh rằng đường thẳng AB luôn tiếp xúc với một đường tròn 
cố định. 

67. Trên hình 86, cạnh DC củà hình 
chữ nhât ABCD được chia thành 


n đoạn thẳng bằng nhau bởi các 

điểm chia Cj, c 2 ,..., C „-1 ; cạnh 
AD cũng được chia thành n đoạn 
thẳng bằng nhau bởi các điểm 

chia Dị, D 2 ,..., D n - Ị. Gọi I k là 

giao điểm của đoạn thẳng AC k 

với đoạn thẳng BD k . Chứng minh 



Hình 86 


rằng các điểm 4 (& = 1,2, ..., n - 1) nằm trên elip có trục lớn là cạnh AB, 
độ dài trục bé bằng chiều rộng AD của hình chữ nhật ABCD. 


112 




68. Phép co về trục A theo hệ số k (k *0) là phép cho tương ứng mỗi điểm M 

của mật phảng thành điểm M' sao cho HM' = kHM, trong đó H là hình 
chiếu (vuông góc) của M trên A. Điểm M’ gọi là ảnh của điểm M qua phép 
co đó. Chứng minh rằng 

a) Phép co về trục Ox theo hệ sô' k biến điểm M thành điểm M ’ sao cho < M M 

ọ ưM' = k yM\ 

b) Phép co về trục Oy theo hệ số k biến điểm M thành điểm M' sao cho 


X M ' - 

< 

JM' = yM- 


69. Chứng minh rằng phép co về trục Ox theo hệ số — < 1, biến đường tròn ( ịf) : 

ứ 

2 2 

2 2 2 JC y ^ 

X +y - a thành elip (E): — - + = 1 và ngược lại, phép co vể trục Ox theo 

q~ b l 
2 2 

hệ số ^ > 1 biến elip (E): + 2- = 1 thành đường tròn ($) \x’ + y 2 = a 2 . 

■ b a 2 b 2 

70. Tìm ảnh của đường tròn (e0 qua phép co về trục Ox theo hệ số k trong mỗi 


trường hợp sau 

a) {% : X + / = 9, k = J ; 

b) {% : X 2 + y 2 - 36 = 0 , k = ị ; 

c) (€): (x - l) 2 + (y + 2) 2 = 4, k = -1. 


„2 

y v 

71. Tìm ảnh của elip + o - 1 q ua phép co về trục Ox theo hệ số k trong 

L J y 


mỗi trường hợp sau : 




b) k = yíĩ ; 


c >* 2' 


§6. Đưòng hypebol 

I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Định nghĩa. Cho hai điểm cố định Fị, F 2 với FịF 2 - 2c (c > 0) và hằng Số2a 
(a < c). Hypebol (H) là tập hợp các điểm M sao cho \MF X - MF 2 = 2 a. 

(H) = [M : \MFị - MF 2 \ = 2a). 

Fị, F 2 gọi là các tiêu điểm, khoảng cách F\F 2 = 2c gọi là tiêu cự của (H). 


8a-bthInh HỌC(NC) 
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7 y 

2. Phương trình chính tắc của hypebol: ~2 - 2 = 1 (h. 87) 

a L b l 

c 2 = a 2 + b 2 ; o là tâm đối xứng; 

Ox, Oy là các trục đối xứng. 

Trục thực A}A 2 = 2 a nằm trên Ox. 

Trục ảo BịB 2 = 2b nằm trên Oy. 

Hai đỉnh : A\(—a ; 0), A 2 (a ; 0). 

Hai tiêu điểm : Fị(—C ; 0), F 2 (c ; 0). 

Tâm sai e = —. Hình 87 

a 

Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sớ: X = ± a , y = ± b. 

Ịy 

Phương trình hai đường tiệm cận : y = ±—X ; 

Bán kính qua tiêu của điểm M(x m ; y M ) e (H): 

c c 

MFị = a + ex M = a + -~X M ; MF 2 = a - ex M = a - -~X M . 

út 

II - ĐỀ BÀI 

72. (h.88) Cho hai đường tròn (%) và {%) 

nằm ngoài nhau và có bán kính không 
bằng nhau. Chứng minh rằng tâm của 
các đường tròn cùng tiếp xúc ngoài 

hoặc cùng tiếp xúc trong với tfể\) và 
{%) nằm trên một hypebol với các tiêu 
điểm là tâm của các đường tròn (ĩễ\) Hình 88 

và ('© 2 )- Tâm đối xứng của hypebol này nằm ở đâu ? 

73. Xác định độ dài trục thực, trục ảo ; tiêu cự ; tâm sai ; toạ độ các tiêu điểm, 
các đỉnh và phương trình các đường tiệm cận của mỗi hypebol có phương 
trình sau 
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8B- BT HlNH học (NC) 



m' 

Ĩ6 ~~4 


= 1 ; 


b) 4x 2 -y 2 = 4; 

c) 16x 2 - 25y 2 = 400 ; 


d) 1 6x 2 - 9y 2 =16; 

s 2 2 _ , 

e) X - y = 1 ; 

f) mx 2 - ny 2 - 1 (m > 0, n > 0). 


Vẽ các hypebol có phương trình ở câu a), b) và e). 

74. Lập phương trình chính tắc của hypebol (H) biết 

a) Một tiêu điểm là (5 ; 0), một đỉnh là (- 4 ; 0) ; 

, 5 

b) Độ dài trục ảo bằng 12, tâm sai bằng -r ; 

H- 

3 

c) Một đỉnh là (2 ; 0), tâm sai bằng ^ ; 

d) Tâm sai bằng y/ĩ , ( H ) đi qua điểm /4(-5 ; 3); 

e) (//) đi qua hai điểm P{ 6 ; -1) và Ổ(-8 ; 2^2 ). 

75. Lập phương trình chính tắc của hypebol (//) biết 

a) Phương trình các cạnh của hình chữ nhật cơ sở là X = ± , y = ± 1 ; 

b) Một đỉnh là (3 ; 0) và phương trình đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật 

9 IX 2 2 -\ /r 

Cơ SỞ là X + y = 16 ; 

9 4x 

c) Một tiêu điểm là (-10 ; 0) và phương trình các đường tiệm cận là y = ± -J- ; 

d) ( H ) đi qua N( 6 ; 3) và góc giữa hai đường tiệm cận bằng 60°. 

76. Cho số m > 0. Chứng minh rằng hypebol (H) có các tiêu điểm F x (-m ; -m), 
F 2 (m ; m ) và giá trị tuyệt đối của hiệu các khoảng cách từ mỗi điểm trên (H) 

rrí' 2 

tới các tiêu điểm là 2 m, có phương trình : xy = — 


77. Cho hypebol (H) : - 1— = 1. Chứng minh rằng tích các khoảng cách từ 


2 .2 

a b 


một điểm tuỳ ý trên ( H ) đến hai đường tiệm cận bằng 


2,2 
a b 

2 , 7 2 
a + b 


78. Cho hai điểm A(- 1; 0), 5(1; 0) và đường thẳng A : X - “ = 0. 
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a) Tìm tập hợp các điểm M sao cho MB - 2 MH, với H là hình chiêu vuông 
góc của M trên A. 

b) Tìm tập hợp các điểm N sao cho các đường thẳng AN và BN có tích các 
hệ số góc bằng 2. 

79. Tìm các điểm trên hypebol (//) : 4x 2 - y 2 - 4 = 0 thoả mãn 

a) Nhìn hai tiêu điểm dưới góc vuông ; 

b) Nhìn hai- tiêu điểm dưới góc 120° ; 

c) Có toạ độ nguyên. 

2 2 

80. Cho hypebol (H) : -y —— = 1. Gọi F J, F 2 là các tiêu điểm và Aị, A 2 là 

a b l 

các đỉnh của (//). M là điểm tuỳ ý ưên (H) có hình chiếu trên Ox là N. 
Chứng minh rằng 

a) OM 2 - MF { . MF 2 = a 2 -b 2 \ 

b) (MF ị + MF 2 Ý = 4(ỠM 2 + b 2 ); 

2 b 2 — — 

c) NM 2 = —T-. NAị . NA 2 . 

a 

2 2 

81. Cho hypebol (H) : = 1 và đường thẳng A:x-y + w = 0. 

a) Chứng minh rằng A luôn cắt (//) tại hai điểm M, N thuộc hai nhánh 
khác nhau của ( H) ( X M < X N ) ; 

b) Gọi Fị là tiêu điểm trái và F 2 là tiêu điểm phải của (//). Xác định m để 
F 2 N = 2 F { M. 

82. Cho đường tròn (^ có phương trình X 2 + y 2 = 1. Đường tròn (^ cắt Ox tại 
,í4(-l ; 0) và 5(1 ; 0). Đường thẳng d có phương trình X = m (-1 < m < 1, 

m * 0) cắt (^ tại M và iV. Đường thẳng AM cắt đường thẳng BN tại K. 

Tim tập hợp các điểm K khi m thay đổi. 

2 2 

83. Cho hypebol ( H ): —T- - 2r- = 1. Một đường thẳng A cắt ( H) tại p, Q và hai 

a b z 

đường tiệm cận ở M và N. Chứng minh rằng 

a) MP = NQ ; 

b) Nếu A có phương không đổi thì tích PM .PN là hằng số. 
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§7. Đưòng parabol 


I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 


1. Định nghĩa. Cho điểm F cố định và một đường thẳng cố định A không di 
qua F. Parabol (p) là tập hợp các điểm M sao cho khoảng cách từ M đến 
F bằng khoảng cách từ M đến A. 

(P) = {M : MF = d(M ; A)}. 

F gọi là tiêu điểm, A là đường chuẩn, p = d(F ; A) > 0 gọi là tham số tiêu 
của (P). 


2. Phương trình chính tắc của parabol 
Đỉnh : 0(0; 0) ; Tham số tiêu p ; 

Trục đối xứng ; Ox ; 

\ 


y 2 = 2 px (p > 0) (h. 89), 


Tiêu điểm F = ; 0 

V 2 ) 


_ J ụ 

Đường chuấn A : x = - 2 ’ 


II-ĐỀ BÀI 



84. Cho đường tròn ( tâm o bán kính R và đường thẳng A không cắt ( 
Chứng minh rằng tập hợp tâm các đường tròn tiếp xúc với A và tiếp xúc 

ngoài với (&) nằm trên một parabol. Tim tiêu điểm và đường chuẩn của 
parabol đó. 

85. Xác định tham số tiêu, toạ độ đỉnh, tiêu điểm và phương trình đường chuẩn 
của các parabol sau 

a) y 2 = 4x ; c) 5 y 2 = Ỉ2x ; 

b) 2y 2 -x = 0 \ d) y 2 = OCX (a> 0). 

Vẽ parabol có phương trình ở câu a). 
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86. Lập phương trình chính tắc của parabol ( p ) biết 

a) (P) có tiêu điểm F(1 ; 0); 

b) ( p ) có tham số tiêu p = 5 ; 


c) ( p ) nhận đường thẳng d : x = - 2 là đường chuẩn ; 

d) Một dây cung của ( p ) vuông góc với trục Ox có độ dài bằng 8 và 
khoảng cách từ đỉnh o của (P) đến dây cung này bằng 1. 

87. a) Dùng định nghĩa parabol để lập phương trình của parabol có tiêu điểm 
F{ 2 ; 1) và đường chuẩn A : X + y + 1 =0. 


b) Chứng minh rằng pãrabol ( p ) có tiêu điểm 




b 2 + 4 ưcl 


4a 1 



i + ớ -4 ac _ _2 , , 

đường chuấn À : y +----— = 0 có phương trình y = ax + bx + c. 

4 a 

88. Cho parabol (P) : y 2 = 4x. Lập phương trình các cạnh của một tam giác 
nội tiếp (P) (tam giác có ba đỉnh nằm trên (P)), biết một đỉnh của 
tam giác trùng với đỉnh của (P) và trực tâm tam giác trùng với tiêu điểm 
của (P). 


89. Cho parabol (P): y = 2px (p > 0) và đường thẳng A đi qua tiêu điểm F của 
(P) và cắt ( p ) tại hai điểm M và N. Gọi a = ( 7 , FM ) (0 < a < TỀ). 


a) Tính FM, FN theo p và a\ 

1 1 

b) Chứng minh rằng khi A quay quanh F thì 

ỷm+ỶN khÔng đổi ’ 

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của tích FM.FN khi a thay đổi. 

90. Cho parabol ( p ) có đường chuẩn A và tiêu điểm F. Gọi M, N là hai điểm 
trên ( p ) sao cho đường tròn đường kính MN tiếp xúc với A. Chứng minh 
rằng đường thẳng MN đi qua F. 

91. Cho parabol ( p) : y 2 = X và hai điểm A( 1 ; -1), B( 9 ; 3) nằm trên ( p ). Gọi 
M là điểm thuộc cung AB của ( p ) (phần của ( p) bị chắn bởi dây AB). Xác 
định vị trí của M trên cung AB sao cho tam giác MAB có diện tích 
lớn nhất. 
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92. Qua một điểm A cố định trên trục đối xứng của parabol ( p ), ta vẽ một 
đường thẳng cắt ( p) tại hai điểm M và N. Chứng minh rằng tích các 
khoảng cách từ M và N tới trục đối xứng của ( p ) là hằng số. 


93. Trên hình 90, cạnh DC của hình 

chữ nhật ABCD được chia thành 

* • 

n đoạn bằng nhau bởi các điểm 

chia Ci, c 2 ,..., C n - 1, cạnh AD 
cũng được chia thành n đoạn 
bằng nhau bởi các điểm chia Dị, 

D 2 ,..., D„_j. Gọi I k là giao điểm 
của đoạn AC k với đường thẳng 
qua D k và song song với AB. Chứng 
n - 1) nằm trên parabol có đỉnh A và 



Hình 90 


minh rằng các điểm I k (k = 1, 2, 
rục đối xứng là AB. 


§8. Ba đưòng cônic 


I - CÁC KIẾN THỨC Cơ BẢN 

1. Định nghĩa. Cho điểm F cố định, một đường thẳng A cô' định không đi 
qua F và một số dương e. Cônic (C) là tập hợp các điểm M sao cho 

MF 


d(M ; A) 


= e. 


(C) = : 


MF 


d(M ;A) 


= e 


Điểm F gọi là tiêu điểm, A gọi là đường chuẩn và e gọi là tâm sai của cônic (C). 


2. Cho cônic (Cj với tâm sai e. Khi đó: 


(C) là elip <=> e < 1 ; 

(C) là parabol o e = 1 ; 
(C) là hypebol o e > 1. 
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3. Cho elip (E) : ^- + ¥- = \(a>b>0). 

a b 

• Đường chuẩn À| ứng với tiêu điểm trái Fị(-c ; 0) có phương trình : 

_ a _ a 2 
e c 

Đường chuẩn A 2 ứng với tiêu điểm phải F 2 (c ; 0) có phương trình : 

„ 2 
a a 

X = — = —. 

e c 

• Với mọi điểm M thuộc (E) thì - - = , " - - = e < 1. 

d(M;ầị) d(M ;A 2 ) 

2 2 

4. Cho hypebol (H): -2— = l. 

a b 

• Đường chuẩn Aj ứng với tiêu điểm trái Fy(—C ; 0) có phương trình : 

2 

a _ a 
e c 

Đường chuẩn A 2 ứng với tiêu điểm phải F 2 (c ; 0) có phương trình : 

„ 2 
a a 

e c 

• Với mọi điểm M thuộc (H) thì 7777-7 - = - 7777 — 7 —7 = e > 1. 

d(M\ A t ) í/(M;A 2 ) 

II-ĐỀ BÀI 

94. Xác định toạ độ tiêu điểm, phương trình đường chuẩn của các cônic sau : 

* 2 y 2 _. . ,, X 2 y 2 2 _, 

a) 8 + 4 = 1 ; b) 15-20 = ' : c)y = 6 *- 

95. Viết phương trình của các đường cônic trong mỗi trường hợp sau : 

a) Tiêu điểm F {3 ; 1), đường chuẩn A : X = 0 và tâm sai e = 1. 

b) Tiêu điểm F(-l ; 4), đường chuẩn ứng với tiêu điểm F là A : y = 0 và 

tâm sai e = —. 

c) Tiêu điểm F (2 ; -5), đường chuẩn ứng với tiêu điểm F là A : y = và 
tâm sai e = 2 ; 

d) Tiêu điểm F (-3 ; - 2), đường chuẩn ứng với tiêu điểm F là 

ầ \ X - 2y + \ = 0 và tâm sai e = v3. 
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96. Chứng minh rằng mỗi đường chuẩn của hypebol luôn đi qua chân các 
đường vuông góc kẻ từ tiêu điểm tương ứng tới hai đường tiệm cận. 

2 2 

97. Một đường thẳng đi qua tiêu điểm F(c ; 0) của elip ( E ) : —— + = 1 

a 2 b 2 

(a > b > 0) và cắt nó tại hai điểm A, B. Chứng minh rằng đường tròn 

đường kính AB không có điểm chung với đường chuẩn : X = —. 

e 

2 2 

98. Cho hypebol (H) : —— - = 1 và F(c ; 0) là một tiêu điểm của ( H ). Một 

a l b 2 

đường thẳng đi qua F và cắt ( H) tại hai điểm A, B. Chứng minh rằng đường 

tròn đường kính AB cắt đường chuẩn : X = — của ( H ). 

e 

99. Cho A, B là hai điểm trên parabol (P) : y = 2 px sao cho tổng các khoảng 
cách từ A và B tới đường chuẩn của ( p ) bằng độ dài AB. Chứng minh rằng 
AB luôn đi qua tiêu điểm của ( p ). 

jf Bài tạp ôn tộp chương III 

100. Cho tam giác ABC có A(-l ; 1) , 5(3 ; 2) , C(-l/2 ; -1). 

a) Tính các cạnh của tam giác ABC. Từ đó suy ra dạng của tam giác ; 

b) Viết phương trình đường cao, đường trung tuyến và đường phân giác 
trong của tam giác kẻ từ đỉnh A ; 

c) Xác định toạ độ của tâm đường tròn ngoại tiếp và tâm đường tròn nội 
tiếp tam giác ABC. 

101. Cho hai đường thẳng 

Aị : (m + 1)* -2 y - m - 1 = 0; 

A 2 : X + (m - l)y - m = 0. 

a) Tìm toạ độ giao điểm của Aj và A 2 . 

b) Tìm điều kiện của m để giao điểm đó nằm trên trục Oy. 

102. Cho ba điểm /4(0 ; a ), B(b ; 0), C(c ; 0) ( a, b, c là ba sô' khác 0 và b * c). 
Đường thẳng y = m cắt các đoạn thẳng AB và AC lần lượt ở M và N. 
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a) Tìm toạ độ của M và N. 

b) Gọi N' là hình chiếu (vuông góc) của N trên Ox và / là trung điểm của 
MN’. Tìm tập hợp các điểm 1 khi m thay đổi. 

103. Cho đường tròn (: X 2 + y 2 - 8x - 6y + 21 = 0 và điểm M(4 ; 5). 


a) Chứng minh rằng điểm M nằm trên đường tròn (Viết phương trình 
tiếp tuyến của ( ^ tại M ; 

b) Viết phương trình đường tròn đối xứng với (&) qua đường thẳng y = X. 

104. Cho đường tròn ( 9$ : X 2 + ý 2 = R 2 và điểm M(x 0 ; yo) nằm ngoài ( 9$. Từ M 
ta kẻ hai tiếp tuyến MTỵ và MT 2 tới ( (Tị , T 2 là các tiếp điểm). 


- 9 

a) Viết phương trình đường thắng T{T 2 ; 


b) Giả sử M chạy trên một đường thẳng d cố định không cắt ( 9$. Chứng 

minh rằng đường thẳng TịT 2 luôn đi qua một điểm cố định. 

105. Các hành tinh và các sao chổi trong hệ Mặt Trời có quỹ đạo là các đường elip 
nhận tâm Mặt Trời làm một tiêu điểm. Điểm gần Mặt Trời nhất trên quỹ đạo 
gọi là điểm cận nhật. Điểm xa Mặt Trời nhất trên quỹ đạo gọi là điểm viễn 
nhật. Các điểm này là các đỉnh trên trục lớn của quỹ đạo (h. 91). 


a) Tìm tâm sai của quỹ đạo Trái Đất 
biết rằng tỉ số các khoảng cách từ 
điểm cận nhật đến Mặt Trời và từ 

59 

điểm viễn nhật đến Mặt Trời là • 

61 

b) Tính khoảng cách từ Trái Đất đến 
Mặt Trời khi Trái Đất ở điểm 
cận nhật, ở điểm viễn nhật, biết rằng 
quỹ đạo có độ dài nửa trục lớn là 
93000000 dặm. 



106. Cho elip (E) : = 1 và hai điểm M(-2 ; m), N(2 ; n) (m * -n ). 


a) Xác định tâm sai, toạ độ các tiêu điểm, các đỉnh và phương trình đường 
chuẩn của ( E). 
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b) Gọi A I và A 2 là các đỉnh trên trục lớn của ( E ) (x* < X A ). Hãy viết 

phương trình của các đường thẳng A ] N và A 2 M. Xác định toạ độ giao điểm / 
của chúng. 

c) Biết đường thẳng MN thay đổi nhưng luôn cắt ( E ) tại một điểm duy 
nhất. Tim tập hợp các giao điểm /. 

107. (Hệ thống định vị Hypebolic). Hai thiết bị dùng để ghi âm một vụ nổ đặt 
cách nhau 1 dặm. Thiết bị A ghi được âm thanh vụ nổ trước thiết bị B là 2 
giây. Biết vận tốc của âm thanh là 1100 feet/s , tìm các vị trí mà vụ nổ có 
thể xảy ra (1 dặm = 5280 feet, 3 feet = 0,914 m). 

2 2 

108. Cho hypebol (//) : “ Q = 1 • Gọi A là đường thẳng đi qua gốc toạ độ 

H y 

0 và có hệ số góc k, A' là đường thẳng đi qua 0 và vuông góc với A. 

a) Xác định toạ độ các tiêu điểm, tâm sai, phương trình các đường tiệm 
cận và đường chuẩn của (//); 

b) Tìm điều kiện của k để cả A và A' đều cắt ( H ) ; 

c) Tứ giác với bốn đỉnh là bốn giao điểm của A và A' với ( H ) là hình gì ? 
Tính diện tích của tứ giác này theo k ; 

d) Xác định k để diện tích tứ giác nói ở câu c) có giá trị nhỏ nhất. 

■ 

109. Cho parabol (p) : y 2 = 2 px (p > 0). 

a) Tìm độ dài của dây cung vuông góc với trục đối xứng của ( p ) tại tiêu 
điểm F cua (P). 

b) A là một điểm cố định trên ( p ). Một góc vuông uAt quay quanh đỉnh A 
có các cạnh cắt (P) tại B và c. Chứng minh rằng đường thẳng BC luôn đi 
qua một điểm cố định. 


Các bài tập trắc nghiệm chương III 

1. Đường thẳng đi qua A(1 ; -2) và nhận «(-2; 4) là vectơ pháp tuyến có 
phương trình là : 

(A) X + 2y + 4 = 0 ; (C) X - 2y - 5 = 0 ; 

(B) * - 2y + 4 = 0 ; (D) -2x + 4y = 0. 
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2 . 


3. 


Đường thẳng đi qua 5(2; 1) và nhận «(1;-1) là vectơ chỉ phương có 
phương trình là : 

(A) x -y - 1 =0; (Q*-;y + 5 = 0; 

(B) + y - 3 = 0 ; (D) X + y - 1 = 0. 

2 / , 

Đường thẳng đi qua C(3; -2) và có hệ số góc k = ỹ có phương trình là 


(A) 2x + 3y = 0 ; 

(B) 2x - 3y - 9 = 0 ; 


(C) 3x-2y - 13 = 0; 

(D) 2x-3y- 12 = 0. 


4 . Cho đường thẳng d có phương trình tham số là : ị 


X = -1 + 3t 


y = 2-t 


. Phương 


trình tổng quát của d là : 

(A) 3x - y + 5 = 0 ; 

(B) X + 3y = 0 ; 


(C) : * + 3;y-5 = 0; 

(D) : 3x - y + 2 = 0. 


5. 


Cho đường thẳng d có phương trình tổng quát 4x + 5;y - 8 = 0. Phương 
trình tham số của d là : 


(A) 


(C) 


X = -51 

ỵ = 4/; 

X = 2 + 5 1 
7 = 4/; 


(B) 


(D) 


X = 2 + 4t 
7 = 5/; 

X = 2 + 5/ 
7 = -4'- 


6. Cho hai điểm /4(5 ; 6), B (-3 ; 2). Phương trình chính tắc của đường thẳng 


X + 5 _ y + 6 
2 = 1 ’ 


AB là : 


<a>*: 2 5 ^ 6 ; 

(C) 

/-p\ x-5 y-6 . 

(B) 2 =•'_! ; 

(D) 


X + 3 _ y - 2 
-2 ~ -1 ■ 

7. Cho điểm M( 1 ; 2) và đường thẳng d : 2* + y - 5 = 0. Toạ độ của điểm đối 
xứng với điểm M qua d là : 


(A) 


/ 


V 


9 12 

5 ’ 5 


\ 




( n 3 ^ 

(C) 0 ; 4 

- V z J 


(B) (-2 ; 6); 


(D) (3 ; -5). 
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8 . 


Cho đường thẳng d : -3x + y - 3 = 0 và điểm N(- 2; 4). Toạ độ hình chiếu 
vuông góc của N trên d là : 

' 1 11 N 


(C) 




V 


-6); 

(B) 

20 

(D) 

5 : 


V 

f 


3 ’ 3 

1 33 

* 


) 

\ 


10 ’ 10 


) 


9. Cho hai đường thẳng d x : mx + (m - \)y + 2m = 0, 

d 2 '. 2x + y - 1=0. 

Nếu d ! song song với d 2 thì 


(A) m = 1 ; 
(C) m = 2 ; 


- (B) m = -2 ; 

(D) m tuỳ ý. 

10 . Cho hai đường thẳng dị : 2x - 4y - 3 = 0 và d 2 : 3x - y + 17 = 0. Số đo 
góc giữa dị và d 2 là : 


(A)|; 


(C) 


3tt 


(B)f; 

(D)-t 


11 . Cho đường thẳng d : 4x - 3y + 13 = 0. Phương trình các đường phân giác 
của các góc tạo bởi d và trục Ox là : 

(A) 4x + 3y + Ỉ3 = 0 và 4x- y + \3 = 0 \ 

(B) 4* - 8;y + 13 = 0 và 4* + 2;y + 13 = 0 ; 

(C) X + 3y + 13 = 0 và ^-3^+13 = 0; 

(D) 3x + y + 13 = 0 và 3*-;y+13 = 0. 

12 . Cho hai đường thẳng song song d^ : 5x - ly + 4 = 0 và d 2 : 5x - ly + 6 = 0. 
a) Phương trình đường thẳng song song và cách đều di và d 2 là ; 


(A) 5* - ly + 2 = 0 ; (B) 5* - ly - 3 = 0 ; 

(C) 5* - ly - 3 = 0 ; (D) 5x-ly + 5 = 0. 

* 

b) Khoảng cách giữa dị và d 2 là : 


(A) -£= ; 

V74 

(B) ; 

V74 

2 

10 

(C)~ ; 

V74 

(D) 

V74 
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13 . Cho hai điểm /4(6; 2), B(- 2; 0). Phương trình đường tròn đường kính AB là : 

(A) X 2 + y 2 + 4x + 2y - 12 = 0; (C) X 2 + y 2 - 4x - 2 y -12 = 0 

(B) X + y 2 + 4x + 2y + 12 = 0 ; (D) X 2 + y 2 - 4x - 2y + 12 = 0. 

14 . Đường tròn có tâm 1{xị > 0) nằm trên đường thẳng y = —x, bán kính bằng 3 
và tiếp xúc với một trục toạ độ có phương trình là : 

(A) (X - 3) 2 + (y - 3) 2 =9; (B) (x - 3) 2 + (y + 3) 2 =9; 

(C) u + 3) 2 + (y + 3) 2 =9; (D) (x - 3) 2 - (y - 3) 2 =9. 

15 . Cho đường tròn &) : X 2 + y 2 - 4x - 4y - 8 = 0 và đường thẳng 

d : r - - 1 = 0. Một tiếp tuyến củáụế) song song với d có phương trình là : 

(A) X - y + 6 = 0 ; (B) X - y + 3 - yỈ2 = 0 ; 

(C) X -.y + 4 V 2 = 0 ; (D)x-y-3+ 3 V 2 =0. 

16 . Cho đường tròn (9ề) : (x - 3) 2 + (y + l) 2 = 4 và điểm /4(1 ; 3). Phương trình 

các tiếp tuyến với vẽ từ A là : 

(A) x- 1=0 và 3x - 4y - 15 = 0; 

(B) x- 1=0 và 3x-4y+15 = 0; 

(C) X- 1=0 và 3x + 4y+15 = 0; 

(D) X - 1=0 và 3x + 4y-15=0. 

17 . Elip ( E ) có độ dài trục lớn là 12, độ dài trục bé là 8, có phương trình chính 
tắc là : 
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19 . Elip có hai tiêu điểm là 0 (0 ; 0), F(4 ; 0) và một đỉnh là A (-2 ; 0), có tâm 


sai là : 


(A)ỉ; 

(B)f; 

(C)|; 

(D)i. 


20. Elip ( E ) có độ dài trục bé bằng tiêu cự. Tâm sai của (E) là : 


(A) 


1 


s ; 


(B) 


4ĩ'' 


(QĨ; 


(D) 1. 


21. Hypebol có hai. tiêu điểm là F x (-2\ 0), F 2 (2; 0) và một đỉnh là /4(1; 0) có 


phương trình là ; 




2 

2 


2 

2 

• r' 

.11 

* ^ 

< 

(B) 

X 

1 

• r' 

II 

+ 

2 

2 


2 

2 

• r* 

II 

1 

* ^ 

g 

(D) 

1 

^ = 1 

3 


22. Hypebol có hai tiệm cận vuông góc với nhau, độ dài trục thực bằng 6, có 
phương trình chính tắc là : 


(A); 

• r* 

II 

1 . 

1 

(O; 

• r' 

II 

1 

2 

2 


2 

®T 

• r' 

II 

1 

(D) f 

• 

II 

1 


Ọ y ^ - 4 V ^ 

23. Hypebol X - = 1 có phương trình hai đương chuân là : 


(A) X = ±1 ; 

(B) x = ± 1 


s ; 


(C) JC = ±1 

(D) X = ±2. 


24. Đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật cơ sở của hypebol 
phương trình : 


- y = 1 có 


(A) x 2 + y 2 = 4 ; 

(B) x 2 + y 2 = 1 ; 


(C) x 2 + y 2 = 5 ; 

(D) x 2 + y 2 =3. 
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25. Parabol ( p ) có tiêu điểm F{ 2 ; 0) có phưcmg trình chính tắc là : 

(A) y 2 = \6x ; (C) y 2 = 4x \ 

(B) y 2 = 8* ; (D) ỵ 2 =2x. 

26. Cônic có tâm sai e = -~T= là : 

V3 


(A) một elip ; 


(C) một parabol; 


(B) một hypebol; (D) một đường tròn. 

27. Cho đường thẳng A và một điểm F không thuộc A. Tập hợp các điểm M 

sao cho MF = -7= d(M ; A) là : 

v2 


(A) một elip ; (C) một parabol; 

(B) một hypebol; (D) một đường khác. 


B. LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - DÁP sô 

§1. Phương trình tổng quát của đường thẳng 

1. Ta có : ÃẼ = (3 6); BC = (-1; 4) ; Ãc = (2 2). Gọi H là trực tâm 

của tam giác ABC thì đưòng cao AH qua A và nhận BC làm vectơ pháp 
tuyến nên có phương trình : 

-l(;c + 1) + 4(y - 2) = 0 hay X - 4y + 9 = 0. 

Đường cao BH qua B và nhận AC làm vectơ pháp tuyến nên có phương trình: 
2(x - 2) - 2(y + 4) = 0 hay JC -y - ố = 0. 

Đường cao CH qua c và nhận AB làm vectơ pháp tuyến nên có phương trình: 
3Ọc - 1) - 6(y - 0) = 0 hay X - 2y - 1 = 0. 

2. (h. 92) Giả sử M, N, p theo thứ tự là trung điểm 
của các cạnh AB, AC, BC của tam giác ABC. 

Ta có: ~MN = (2 ; 8); ~NP = (8 ; -8); ~MP = (10; 0). 

Đường trung trực của cạnh BC đi qua p và nhận 
MN làm vectơ pháp tuyến nên có phương trình : 

2(x - 9) + 8(y - 1) = 0 hay X + 4y - 13 = 0. 


A 
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Hình 92 





Tương tự, ta được phương trình các đường trung trực của các cạnh AB, AC 
lần lượt là : * - y + 2 = 0, X- 1 =0. 

3. Xét điểm M(x m ; y M ) tuỳ ý thuộc À. 


a) Gọi N(x n ; y N ) là điểm đối xứng với M qua Ox. Khi đó 


X N - X M 


Ựn = -y»đ 


Do đó : M € A <=> ax M + by M + c = 0 

<=> ax N - by N + c = 0o/VeA 1 : ax - by + c = 0. 

Vậy phương trình đường thẳng đối xứng với A qua Ox là ax - by + c = 0. 
b) Gọi P(xp ; y p ) là điểm đối xứng với M qua Oy. 

Khi đó ta có \ Xp = ~* M 

yp = y»4- 

Do đó : M € A <=> ax M + by M + c = 0 <=> -axp + by p + c = 0 

<=> axp - by p - c = 0<=>PeA 2 : ax - by - c = 0. 

Vậy phương trình đường thẳng đối xứng với A qua Oy là ax - by - c = 0. 

Xrx - -X M 


c) Gọi Q(xq ; yọ) là điểm đối xứng với M qua o. Khi đó ta có 


'Q 

y<2 = -yu 


Do đó : M E Ao ax M + by M + c = 0 <=> —axQ - by Q + c = 0 


Q 


<=> axọ + byọ - c = 0 <=> Q e A 3 : ax + by - c = 0. 

Vậy phương trình đường thẳng đối xứng với A qua o là ax + by - c = 0. 

4 . Cách ỉ. Rõ ràng A <£ A, lấy M(1 ; 1 ) € A. Khi đó điểm M' đối xứng với M 
qua A có toạ độ M' = (1 ; 5). Đường thẳng A' đối xứng với A qua A sẽ đi 
qua M' và song song với A. Ta tìm được phương trình A' là X - 2y + 9 = 0. 

Cách 2. Xét điểm M(xj ; yị) tuỳ ý thuộc A và gọi M'(x 2 ; y 2 ) là điểm đối 
xứng của M qua A. Suy ra Xị = 2- x 2 ,y\ = 6 - y 2 . 

A/eA<=>x 1 -2y 1 + l= 0<=>2-x 2 - 2(6 - y 2 ) + 1 = 0 <=> x 2 - 2 y 2 + 9 = 0 
o M' G A' : X - 2y + 9 = 0. 

5. a) Cắt nhau ; b) Song song ; c) Trùng nhau, 
d) Nếu mì -1 thì dị cắt d 2 , nếu m = -\ thì dị II d 2 . 


8A-BT HlNH học (NC) 
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D = 


- m 


2 m + 6 1 


= 4.1 - (-m)(2m + 6) = 2 m 2 + 6 m + 4 


— 2(m + 1)(/7Z + 2). 


D x = 


- m 4- m 
1 - 2 m - 1 


= (-m)ị-2m - 1) - 1(4 - m) 


— 2m 2 + 2m - 4 = 2(m - 1 )(m + 2). 


D y = 


4 - m 4 

- 2 m - 1 2 m + 6 


= (4 - m)(2m + 6) — 4(—2 m — 1) 


= -2tn + 10 m + 28 = —2 (m — l)(m + 2). 


- Xét D * 0 <=> 2 (m + ỉ)(m + 2) * 0 <=> m * -1 và m * -2. Khi đó Aj và A 2 
cắt nhau và giao điểm của Aj và A 2 có toạ độ 

_ D x _ 2{m - \){m + 2) _ m - 1 
x D 2 (m + l)(m + 2) m + l 

Dy _ -2 (m - l){m + 2) 7 - m 

y D 2 (m + l)(m + 2) /M + 1' 


- Xét D = 0 <=> 2(m + 1 )(m + 2) = 0 o m = -1 hoặc /72 = -2. 

Với m = - 1 thì D t = 2.(-2).l =-4^0. Khi đó Aj và A 2 song song với nhau. 
^ Với m - - 2 thì D - D t - D y = 0. Khi đó Aj và A 2 trùng nhau. 


7. (h. 93) 

a) Đường thẳng d qua A và vuông góc với 
A có phương trình 2(x + l)+jy — 3 = 0 hay 
2x + y - 1 = 0. 

x-2y + 2 = 0 


Toạ độ của B là nghiệm của hệ 


2x + y -1 = 0. 


Giải hệ này ta được 


X = 0 

tí = 1 


. Vậy B = (0 ; 1). 


AB 


= Vl 2 + 2 2 = s. 


Toạ độ của c là nghiệm của hệ 



x c -2y c + 2 = 0 
yỊxị + (y c - l) 2 = 


s. 
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9B-BT HÌNH HỌC (NC) 























8 . 


9. 


Giải hệ này ta được 


Vậy c = (2 ; 2). 


x c = -2 

y c =0 


hoặc 

* 


x c =2 

yc =2 


. Nghiệm đầu bị loại do y c = 0. 


Do ABCD là hình vuông nên CD — BA. 
X D - 2 = -1 - 0 


Suy ra 


X D = 1 


hay ị " VậyD = (l;4). 
yD~ 2 = 3-1 [y 0 =4. 


b) Chu vi hình vuông ABCD bằng 4v5 , diện tích bằng 5. 

Gọi M, N lần lượt là giao điểm của A với các trục Ox, Oy, ta có 

M = 


f c 'ì 


( n c) 


, N = 

0 ; -T 



l b ) 


1 

2 


1 

c 

2 

a 


c 

b 


1 c' 


2| ab ■ 


(h. 94) Giả sử A n ỚJC = A(a ; 0), 
A n Oy - B (0 ; b), a * 0, b * 0. 

X y 

Phương trình của A : — + 7- = 1 . 

a b 

6 4. 

Pe A=>- + ^ = 1. (1) 

ữ b 

Soab= \oA.OB = ị\ab\ = 2 


2 2 
|ub| = 4. 



( 2 ) 


4/7 ^ _ . 4 

Từ (1) suy ra b = ——— (ữ ^ 6 vì nếu a = 6 thì (1) trở thành — = 0 : vô lí). 

a - 6 b 


Thay vào (2) ta được 


4ữ 


a. 


a - 6 


= 4 <=> ứ = a - 6 


(3) 


Với a > 6 thì (3) <=> ữ 2 - a + 6-0 : phương trình vô nghiệm. 
Với a < 6 thì (3) <=> a 2 + a - 6 = 0 , khi đó a - 2 hoặc a - -3. 


, X y 

- Trường hợp a = 2 => b = -2 , ta có đường thắng Aj : ^ + - 7 T- = 1 


2 -2 
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4 , * z * x . y 

- Trường hợp a = -3 => b = Ỷ, ta có đường thăng A 2 : + Ỵ = 1. 


10. Giả sử M = (m ; 0), N = (0 ; n) với m, n > 0. Phương trình của A là 


Í + Ị = l. 

m n 

2 3 

Q e A => — + — = 1 
m n 


3m 


n = 


m - 2 

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có 


(dễ thấy m ± 2). Do n > 0 nên m > 2. 


OM + ON = m + n = m + 


3 m 


m - 2 


= m - 2 + 


6 + 5 > 2./(m - 2).——+ 5 = 2-76 + 5. 


m - 2 


m - 2 


Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi m — 2= ——— hay m-2 + Vó (do m > 0). 
Suy ra n = 3 + Vó. Vậy OM + ON nhỏ nhất bằng 2Vó + 5 khi m = 2 + Vó 


Ị— y 

và n = 3 +V6 . Khi đó phương trình của A là ——H-—=■ 

2 + Vó 3 + Vó 

11. (h. 95) Gọi A = (x 0 ; 0), 5 = (0 ; y 0 )- 

Khi đó JC 0 > 0, y 0 > 0. Phương trình đường 

thẳng AB là — + — = 1. 

MeAB=> — + — = 1. 

x 0 yo 

1 , 1 

Sqab - -ỹOA.OB = 2 X oyo- 


= 1. 



Ta có : 1 = — + — > 2.1 => Xộy 0 > 4 ab. 


x ữ yo 


Vo 


Do đó S 0AB = ịx 0 y 0 > ^4 ab= 2ab. 


Dấu "=" xảy. ra khi và chỉ khi 


a 


: 0 


^=ihay *»: 

yo 2 bo = 


2 a 
2 b. 
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Vậy, diện tích tam giác OAB nhỏ nhất bằng 2ab khi < Xq 

y 0 = 2 b. 

Phương trình đường thẳng cần tìm là = 1. 

2 a 2 b 

12 . a) Học sinh tự làm. 

b) (h. 96) Cách 1. A(x a ; y A ) e dị => y A = 2x A - 2 ; 

B(x b ; y s ) e d 2 => y B = -X B - 3. 

+ X B = 2 X M ị x A + X B = 6 


Vì M là trung điểm của AB nên \ " A 8 

+ yB= 2 yM 


2x a - 2-x b -3 = 0 


X A = 


n _ 16 

3 ^ Va - 3 

(ỈẬ 16) 

3 ’ 3 



Vây A = 

\ *■' *■' y 

Đường thẳng Afi4 trùng với đường 
thẳng A. Từ đó ta tìm được phương 
trình của A là 8x - y - 24 = 0. 

Cách 2. Dễ thấy đường thẳng A cần tìm không vuông góc với Ox. Gọi k là 
hệ số góc của A thì phương trình của A có dạng : y = k{x - 3). 

Gọi A = A n dị , B = A n d 2 . Khi đó hoành độ của A là nghiệm của 
phương trình : 2x - 2 = k(x - 3). 

3k - 2 .. 

Suy ra X A = -ự —— (k * 2 vì nếu k = 2 thì phương trình 2x - 2 = k(x - 3) 

/c 

vô nghiệm). 

Hoành độ của B là nghiệm của phương trình -X - 3 = k(x - 3). 

3k - 3 ,, 

Suy ra X B = ( k * -1 vì nếu k = -1 thì phương trình -X - 3 = k(x - 3) 

k + 1 

vô nghiệm). Từ giả thiết M là trung điểm của AB suy ra : 

3k -2 3k-3 


X A +X B = 2x m 


+ 


= 6 o k = 8. 


k — 2 k + 1 

Vậy phương trình của A là y = 8(x - 3) hay 8x — y - 24 = 0. 
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13. (h. 97) 4(0 ; 0), C(6 ; 0) => A, c e Ox 

Q = ( Xọ ; 0) với 0 < Xp < Xq < 6. 

Phương trình đường thẳng AB : y = 2x ; 
Phương trình đường thẳng AC : y = 0. 

Gọi cạnh hình vuông là a. Ta có : 


p, Q e Ox => p = (Xp ; 0), 


4 l___ 


MN _ BM _a _ BM 
AC - BA ^ 6 “ BA 


( 1 ). 


Kẻ BH-LAC, suy ra BH = 4. Ta có 


MP AM 
BH - AB 


a _ AM 
4 7 AB 


( 2 ). 


0=4 p H Q C(6; 0) X 


Hình 97 


rpv .V ứ , a BM , AM _ . rx„ -X „ _ 12 

Từ (1) và (2) suy ra : g + 4 = ^ = 1. Do đó a = y. 

12 ó 

Vậy yM = yN=-ệ • Do M e 45 nên y M = 2x M , suy ra X M = I , 

v _ v _6 __ pn _ v v v ^,6 12 _ 18 

Xp = X M = — . Vì PQ - Xq - Xp nên Xq= Xp + a = — + — = — . 

X. w(6 12ì (6 ^1 ( 18 7) Y18 12 

Các điểm cần tìm là : M , p ^;0 , Q -r",0 , N 


§2. Phương trình tham sô của đường thẳng 

14. a) X + 2y - 7 = 0 ; b) X + y = 0 ; c) X + 3 = 0 ; d) y - 4 = 0. 

15. a) Cách ỉ. Lấy hai điểm, chẳng hạn M(0 ; -2) và N(ì ; 1) thuộc đường 
thẳng A : 3x - y - 2 = 0. Khi đó MN(Ỉ ; 3) là một vectơ chỉ phương của A 


nên A có phương trình tham số 


X = t 


y = -2 + 3 1. 
2 1 _ 


Cách 2. Cho y = t , ta được X = + Ỷ?. Đường thẳng đã cho có phương 

'21 

trình tham số < x 3 + 3 t 

y = t' 


Chú ỷ : Các phương trình tìm được ở cách 1 và cách 2 tuy khác nhau 
nhưng đều là các phương trình tham số của cùng một đường thẳng đã cho. 
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b) 


X = t 

y — ”3 4- 2t ; 


c) 



d) 


X — t 

y = 6. 


16. a) í/ song song với đường thẳng 5x + 1 = 0 nên nó nhận u (0 5) là một 

X = -ỉ 


vectơchỉ phương. Vậy d có phương trình tham sô : 


y = 2-5t 


và không có 


phương trình chính tắc. 


b) d vuông góc với đường thẳng X + 3y - 6 = 0 nên nó nhận vectơ pháp tuyến 
m( 1 ; 3) của đường thẳng này làm vectơ chỉ phương. Vậy d có phương 


trình tham số : 


X = 7 + t 
j = -5 + 3 1 


và phương trình chính tắc 


X-1_ y + 5 
1 “ 3 


c) d đi qua C(-2 ; 3) và có hệ số góc k = -3 nên d có phương trình 
y = -3(x + 2) + 3 hay 3x + y + 3 = 0. Do đó w(-l ;3). là một vectơ chỉ 


phương của d. Vậy d có phương trình tham sô' : 


X - -2 - í 
y = 3+ 3t 


và phương 


trình chính tắc 


X+2_y-3 
-1 _ 3 


d) MN{2 9) là vectơ chỉ phương của d, nên d có phương trình tham sô : 

X = 3 + 2í . X - 3 y - 6 

^ và phương trình chính tăc : —T— = Q ■ 

y = 6 - 9í 2 -V 


17. dị đi qua Mị(Xị ; yj) và có vectơ chỉ phương ũ(a \ b), d 2 có vectơ chỉ 
phương v(c ; d). 

a) dị cắt d 2 <=> ũ và V không cùng phương o ad - bc * 0. 

b) dị // d 2 o ũ, V cùng phương và MịiXị ; yj) Ể d 2 

o ơdl- bc = 0 và dịX] - x 2 ) c(yj - y 2 ). 

c ) d ì = d 2 <^> uvàv cùng phương và MịiXị ; yj) e d 2 

o ơd - bc = 0 và d{x x - x 2 ) = c(yj - y 2 ). 

d) dị J- d 2 o Ũ J- V o ac + bd = 0. 
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18. a) Aj có vectơ chỉ phương Uị(2 3), A 2 có vectơ chỉ phương 1^(1 ; 2). 
Mị và ĨỈ 2 không cùng phương nên Aị và A 2 cắt nhau. Toạ độ giao điểm M 
của A J và A 2 ứng với nghiệm / của phương trình : 

2(l + 2f)-(-3-30-l = 0of = ". Suy ra M = • 

7 V ' V 

b) A!//A 2 . 

V 

c) Toạ độ giao điểm N của Aj và A 2 ứng với nghiệm t, t' của hệ phương 

10 

'-2 + t = 4t' t ~ 3 

trình : ị _ . o ^ . 

-t = 2-1' . 4 

- 3 ' 

Thay / vào phương trình của Aj (hoặc thay /' vào phương trình của A 2 ), ta 

, " __ , .... ( 16 10Ì 

được toạ độ cua N là —— ; — . 
v • Y ^ 3 3 J 

d) Aj = A 2 . 


. 2 - 3t = -1 - 2t' 

19. a) Toạ độ của M ứng với nghiệm t, t ' của hệ <! _ . Giải hệ ta 

■ 1 + t = 3 - í' 

được t = \ ,t' = \- Từ đó ta tính được M = { ; -ẶÌ- 
5 5 v ^ 5 5 J 

b) dị có vectơ chỉ phương Mj(-3 ; 1) . 

Đường thẳng Aị qua M và vuông góc với dị nên Aị có phương trình tổng quát: 

i llì ;( 12^ „ „ 

-3 r + 7 +1. V --7 =0 hay 3x - y + 9 = 0. 

V 5J \ 5) 

Từ phương trình tổng quát, cho x = t, ta được phương trình tham số của Aị là 

X = t 

\y = 9 + 3t. 

Tương tự, đường thẳng A 2 qua M và vuông góc với d 2 có phương trình tổng 


quát: 2x + y + 2 = 0 và phương trình tham số : 


X = t' 

y = -2-21\ 
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20 . a) Có hai điểm Aị(0 ; -1), Ấ 2 ( 1 ; -2). 

b) MB nhỏ nhất khi B trùng với hình chiếu vuông góc H của M trên A. 

A có vectơ chỉ phương «(-2 ; 2). Vì H e A nên H = (-2 - 2/; 1 + 2/). Ta có 


MH = (-5-2/ ;2/). Do MH -L A nên MH.Ũ = -2.(-5 - 2/) + 2.2/ = 0 hay 

_ 3 n 
2 2 


t = -ị. Vậy // = ri 




V 


21 . (h. 98) Cớc/ỉ 7. Xét tam giác ABC với phương trình các cạnh 


AB : 2x + 6y + 3 = 0 , AC : 


X = 2 - / 

J ' 


và M(-1 ; 1) là trung điểm của cạnh 5C. Khi đó, 
ta có hộ : 


X B + X C = ~ 2 

(1) 

yB + yc = 2 

(2) 

2x b + 6 y B +3 = 0 

(3) 

1 

<N 

II 

( 4 ) 

= 1 

(5). 



Hình 98 


1 

Thay x c , y c từ (4), (5) vào (1), (2) và sau đó kết hợp với (3) ta được / = -Ị. 


Do đó c = 4;4 • Suy ra MC = 

V 4 4 7 

, v X = — 1 + 5/ 

đường thẳng BC là <Ị . 

[y = 1 + 3/ 




V 


5 3 
4 ’ 4 




) 


- 4(5 ; 3). Phương trình của 
4 


Cách 2. Từ phương trình của AB, AC, ta tìm được toạ độ của A và suy ra 
toạ độ của D (D đối xứng với A qua M). M là trung điểm của BC và AD 
nên ABDC là hình bình hành, do đó DC//AB. Từ đó viết được phương trình của 
DC và tìm được toạ độ điểm c. Cuối cùng viết được phương trình của MC. 


22 . Ta dễ tính được B = (2; 1), c = (0 ; 5), trọng tâm G = (1 ; 4), suy ra A = (1; 6). 


Từ đó viết được phương trình các cạnh AB 


Ị X — 1 + / 

% = 6-5/’ 



I X = 1 - /' 

[y = 6 - 1 '. 
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23. (h. 99) AểA: 





X = —ỉ + 21 

y = -2t 


. Vậy B, D e A. 


A có vectơ chỉ phương «(2 ;-2) nên phương 
trình đường chéo AC là 


2(x + 1) - 2(y -2) = 0<=>Jc-y + 3 = 0. 

Toạ độ giao điểm I của AC và BD ứng với 
nghiệm t của phương trình : 

— 1 + 2 1 + 2 1 + 3 = 0 <=> t = — —. 

2 


\ 



Hình 99 


Vậy / = (-2 ; 1). Vì / là trung điểm của AC, nên c = (-3 ; 0). 


ABCD là hình vuông nên ID = IB = ỈA. Do B £ A nên B - (-1 + 2 1 ; -2 1). 
1B 2 = M 2 <=> (-1 + 2 1 +2) 2 + (-2 1 - l) 2 = (-1 + 2) 2 + (2 - l) 2 
.0(2 1 + 1 ) 2 = 1 <=> t = 0 hoặc t = - 1 . 


Suy ra B = (-1 ; 0) hoặc B = (-3 ; 2). 

Nếu B = (-1 ; 0) thì D = (-3 ; 2), nếu 5 = (-3 ; 2) thì D = (-1 ; 0). 

Đến đây, biết toạ độ bốn đỉnh của hình vuông ABCD, ta sẽ dễ dàng viết 
được phương trình bốn cạnh của hình vuồng là : 

+ 1 = 0 ; y = 0 ; x + 3 = 0;y-2 = 0. 

24. (h. 100) Dễ tìm được giao điểm M của A và A' có toạ độ là (-6 ; 4). Điểm 
N(-2 ; 0) thuộc A' và N khác M. 

Đường thẳng d đi qua N và vuông góc với A 
có phương trình : 

-2{x + 2) + y = 0 hay 2 jc - y + 4 = 0. 

6 8 
5 ’ 5 


/ ©\ 

Gọi H = d r\ A , suy ra H = ^ . Do đó 

V 5 5) 

toạ độ điểm K đối xứng với điểm N qua H là 

( 2 16Ì 

5 ’ 5 ■ 

V J J ) 



V / 

Đường thẳng cần tìm là đường thẳng MK và có phương trình : X + 7y - 22 = 0. 

25. a) Phương trình của A có dạng tổng quát là X - y + 1 = 0. Rõ ràng A,B Ể A. 
Xét C( X ; X + 1) e A. 
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• A ABC cân tại A <=> AC 2 = AB 2 <=> (jc + l ) 2 + (jc - l ) 2 = 4 2 + l 2 

<=> 2x 2 + 2 = 17 o X = ± . 

2 

PẮ ^ ÍV3Õ.V3Õ + 2 Ì „ ( V3Õ 2-V3ÕÌ 

Có hai điẽm thoa mãn là c, = — , Co = -2— 

1 l 2 ’ 2 )' 2 { 2 ’ 2 / 

• AABC cân tại B <=> BC 2 = BA 2 'O (x - 3 ) 2 + X 2 =17 

ox 2 -3x-4 = 0ox = -1 hoặc X - 4. 

Có hai điểm thoả mãn là c 3 = (-1 ; 0),c 4 = (4 ; 5). 

• AABC cân tại c o CÁ 2 = CB 2 o (x + l ) 2 + (x - ỉ) 2 = (x - 3 ) 2 + a : 2 



§3. Khoảng cách và góc 

26. a) Thay lần lượt toạ độ của A, B, c vào vế trái phương trình của A, ta được : 

-1 - 3 = - 4 ; 2 - 2.3 - 3 = -7 ; 3 - 2.(-6) - 3 = 12. 

Vậy A, B nằm về một phía của A, còn c nằm về phía kia. Do đó A cắt hai 
cạnh AC và BC của tam giác ABC. 

b) Cách 1. Xét M(2y + 3 ; y) e A thì MA + MB + MC = (- 6 y - 5 ; -3y - 3). 
Khi đó ~MA + ~MB + ~MC = -y/( 6 y + 5 ) 2 + (3y + 3 ) 2 = >/45y 2 + 78y + 34 . 

MA + MB + MC nhỏ nhất o 45y 2 + 78y + 34 nhỏ nhất oy = --Ị 4 . 
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Từ đó ta tìm được M - 

Cách 2. Do MA + MB + MC = 3 MG (G là trọng tâm tam giác ABC ) nên 

nhỏ nhất <=> MG nhỏ nhất <=> M là hình chiếu vuông 

góc của G trên À. Ta tìm được M = 

27. a) AB = (2 ; 1), AC = (-1 ;2). AB và AC không cùng phương. Do đó A, B, 
c không thẳng hàng và là ba đỉnh của một tam giác. 

b) Phương trình đường thẳng AB : X - 2y -2 = 0. 

Phương trình đường thẳng AC : 2x + y - 4 = 0. 

Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc A là : 

X - 2y - 2 2^ + y-4 p + 3y-2 = 0 (1) 

Vl 2 + 2 2 ~~ ~~ V 2 2 + l 2 3* - y - 6 = 0 (2) 

Thay lần lượt toạ độ của B vằ c vào vế trái của (1) ta được : 

4 + 3.1-2 = 5; T + 3.2 - 2 = 5. 

Do đó B, c cùng phía đôi với đường thẳng có phương trình (1), vậy phương 
trình đường phân giác trong của góc A là 3* - y - 6 = 0. 

c) BC = (-3 ; 1). Phương trình đường thẳng BC là X + 3y - 7 = 0. 

Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc B là 

x-2y-2 _ x + 3y-7 ị(>Ỉ2-l)x-(.2yỈ2+3)y+7-2yỈ2=0 (3) 

Vl 2 +2 2 Vi 2 + 3 2 |_ (y/ĩ + l)jr + (3 -2yỈ2)y - 7 - 2>/2 = 0 (4) 

Thay lần lượt toạ độ của A và c vào vế trái của (3) ta được : 

(V 2 - 1).2 + 7 - 2 V 2 = 5 ; (V 2 - l).l - {lyíĩ + 3). 2 + 7 - 2 yỈ 2 = - 5 V 2 . 

Suy ra phương trình đường phân giác trong của góc B là 

(síĩ - \)x-\2yỊĨ + 3)y + 7-2yÍ2=0. 


19 13 ^1 

15’ 15 y ' 


MA + MB + MC 


19. 13"] 

15’ 15/ 
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Tâm ỉ của đường tròn nội tiếp tam giác là giao điểm của các đường phân 
giác trong. Toạ độ của / là nghiệm của hộ : 


3x-y- 6 = 0 


_(\Ỉ2 - 1)JC - (2V2 + 3 )y + 7 - lyỊĨ = 0 


X = 


<=> < 


y = 


5 + 2síĩ 

2 + %Ỉ2 

3 

2 + ^/2 


Vậy/ = 


r 




5 + 2^2 3 

2 + V2 2 + V2 


\ 




28. Xét tam giác ABC với phương trình các cạnh của tam giác như đã cho. Khi 
đó, toạ độ các đỉnh của tam giác là nghiệm của các hệ : * 

jc + 2y = 0 fjc + 2y = 0 Í2jc + y = 0 
[2x + y = 0 ’ Ịjc + y - 1 = 0 ’ [jc + y - 1 = 0 ’ 

Giải các hệ này ta được toạ độ các đỉnh tam giác là (0 ; 0), (2 ; -1); (-1 ; 2). 

Giả sử A = (0 ; 0), B = (2 ; -1); c = (-1 ; 2). Suy ra 
Ãẻ = (2 1), Ãc = (-1; 2), BC = (-3 ; 3). 

AB = AC = V 5 nên tam giác ABC cân tại A. 

cosA = cos(AỔ, i4C) = , ■ . = ~ => í * 143°8' 


V2 2 + l 2 .VĨ 2 + 2 2 


B = c & 18 ° 26 ’. 


29. A có phương trình tổng quát: x + y + 1 = 0. Do đó 


d(A ; A) = 


lỊlĩlA = 2 = ^ 

V2 


Vĩ 2 +1 2 


Đường tròn tâm i4 tiếp xúc với A nên có bán kính R = v2. Diện tích của 
hình tròn này là s = nR 2 = 2n. 

30. Hai điểm MvàN đối xứng vói nhau qua A khi và chỉ khi có hai điều kiện : 

- Trung điểm / của MN nằm trên A ; 


- Vectơ MN là vectơ pháp tuyến của A. 
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Từ đó ta được các điều kiện sau : 

* * 

_(X, + x 2 'ì , , (y\ + y? 1 „ n 

V 2 ) V 2 ) 

b(x 2 - Xj) - a(y 2 - yj) = 0. 

31. a) Ta tìm được toạ độ các đỉnh của tam giác ABC là : A{\ ; 5), B{- 3 ; 1), 
C(2 ; -2). 

Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc A là : 

x-y + A_ lx + y-\2 5{x - y +A) = lx + y-\2 

yÌ2 =± V49 + 1 ° _5(JC -y + 4) = -Ợx + ^ - 12) 

JC + 3jy — 16 = 0 (1) 

° [ 3 ^ - ^ + 2 = 0 (2) 

Thay lần lượt toạ độ của B và c vào vế trái của phương trình (1) ta được : 

-3 + 3-16 = -16; 2 - 6 - 16 = -20, 

suy ra B và c ở cùng phía đối với đường thẳng có phương trình (1). 

Vậy phương trình đường phân giác trong củạ góc A là : 3x - y + 2 = 0. 

b) Thay lần lượt toạ độ của o vào vế trái phương trình của BC, AC, AB 
ta được : 

4; -12; 4. 

Thay toạ độ của A,B,C lần lượt vào vế trái phương trình của BC, AC, AB ta được: 

3 + 5.5+4 = 32; 7.(-3) + 1-12 =-32 ; 2 + 2+ 4 = 8. 

Như vậy : o và A nằm cùng phía đối với BC ; o và B nằm cùng phía đối với 
AC ; o và c nằm cùng phía đối với AB. Vậy o nằm trong tam giác ABC. 

32. a) Đường thẳng A đi qua A(-2 ; 0) có phương trình : 

a(x + 2) + Py = 0 hay ax + Py + 2 a - 0 ( a 2 + fĩ ^ 0). 

A tạo với d góc 45° o cos45° = [ a + 3yg l O-L = \ a + - 

v« 2 + ĩ 2 .Vĩõ V 2 ^2 - ^ 

a = 2/3 
1 n 

« = 


»5 (a 2 + p 1 ) = (a + 3 PÝ » 2 a 1 - 3 - 2fi 2 = 0 » 
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Với a = 2fỉ, chọn p= 1, a = 2, ta được đường thẳng Aj : 2x + y + 4 = 0. 

1 ^ ^ ~ , , 

Với a - (3 , chọn Ị3 = -2, a = 1, ta được đường thắng A 2 : X - 2y + 2 = 0. 

b) Gọi «(ứ ; b) là vectơ chỉ phương của đường thẳng A cần tìm (<3 2 + b 2 * 0). 

t 

d có vectơ chỉ phương V = (3 2). 


A tạo với d góc 60° khi và chỉ khi Cơs60° = 


3 a - 2 b 


73 2 + 2 2 .7ứ 2 +ồ 2 


1 

0 2 


2 b\ ■) 0 0 

1 o 13(ứ 2 +ồ 2 ) = 4(3ứ-2ồ) 2 


7Ĩ3.7ứ 2 + b 2 


o 23ứ 2 - 48ứò + 36 2 = 0 


24 - 7507 , 
a =- —b 


<=> 


ứ = 


Với ứ = 


23 

24 + 7507 
23 

24 - 7507 
23 


b. 


, , , _ 24 - 7507 

ò, chọn b = 1, a =-^-, ta được đương thang 


23 


A,: 


, . 24-7507” 

X = —1 +-z4 -—t 


23 


.y - 2 + í. 


Với ứ = 24 , chọn ò = 1, ứ = 24 , ta được đường thẳng 


23 


23 


Ao: 


, ; 24 + 7507 

X = —1 +- -rrr- - 1 


23 


33. Đường thẳng Aị : ị 


y - 2 + t. 
X = 2 + at 
y = \-2t 


có vectơ chỉ phương u(a 2), đường thẳng 


A 2 : 3* + 4y + 12 = 0 có vectơ chỉ phương v(43). Góc giữa Aj và A 2 
bằng 45° khi và chỉ khi 

|4ứ + 6 


Cơs45° = 


+ 3 2 


<=> 


1 |4ứ + 6 


72 s7ứ 2 +4 
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" 2 

<z> 25(ớ 2 + 4) = 2(4ớ + 6) 2 <0> 7ớ 2 + 96a - 28 = 0 <=> a 7 

a = -14. 

2 

Có hai giá trị cần tìm là a = ỹ và a = -14. 

34. a) Đường thẳng A đi qua A(1 ; 1) có phương trình : 

a(x - 1) + /3(y - 1) = 0 hay ax + /3y - a -/3=0 (a 2 + /ý 2 * 0). 

Ta có d(B\A) = 2 0» \ 3a + 6 P ~ a Ể = 2 o(2a + 5/3) 2 = 4(a 2 +/3 2 ) 

+ /? 2 

Ofiữifi+joa)-o «[f 1 ;° 20a=0 . 

Với /3=0 , chọn a = 1, ta được đường thẳng Aị : X - 1 = 0. 

Với 21/3 + 20 a = 0, chọn a = 2l,/3= -20 ta được đường thẳng A 2 : 

2ỈX- 20y -1=0. 

_ _ .. \8x - 6y - 5 r .. n ^ r , rri 

b) M(x ;j) e Ao d(M I d) = 5 <=> — ■ ==— = 5 <=> 8jc — 6y — 5 — ±50. 

V64 + 36 

Vậy có hai đường thẳng cần tìm là 

Aj : 8x - 6y + 45 = 0 và A 2 : 8x - 6y - 55 = 0. 

35. Đường thẳng A đi qua A có phương trình \ax + f3y-a-p=0(cit' + p * 0). 
Từ giả thiết d(B ; A) = d(C ; A), ta tìm được a = -4 Ị3 hoặc 3a + 2P = 0. 
Suy ra có hai đường thẳng thoả mãn bài toán là Aị : 


4x - y - 3 = 0 và A 2 : 2x - 3y + 1 = 0. 

36. a) Đường thẳng AB có vectơ pháp tuyến Hj(l; 2), đường thẳng BC có vectơ 
pháp tuyến /^(31). Đường thẳng AC qua M nên có phương trình : 

cự - 1) + píy + 3) = 0 (ầ + 0- * 0). 


Tam giác ABC cân tại đỉnh A nên ta có : 

__ |3 - 2 

cos (AB,BC) = cos (AC,BC) <0> ị ■ 


3 a - /3\ 


2 , n2 „ b-ị2 , i2 


r + 2 3 +!• 


2 . /o2 . ,2 


'a* + p .\3 + 1 


<0> yịa 2 + /? 2 = V5 |3a - /?| <o> a 2 + (3 2 = 5(3a - /?)' 
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<=> Tia 2 - 15ar/? + 2/? 2 = 0 <=> 

Với a = — p , chọn /?= 2, a =1, ta được đường thẳng AC : X + ly + 5 = 0. 

Trường hợp này bị loại vì khi đó đường thẳng AC song song với đường 
thẳng AB. 

2 

Với a = ỴịP , chọn /?= 11, a = 2, ta được đường thẳng AC :lx+ 1 ly + 31 =0. 



b) Hãy viết phương trình đường thẳng A đi qua M và vuông góc với mỗi 

đường phân giác của các góc tạo bởi Aj và A 2 . Ta tìm được hai đường 
thẳng thoả mãn bài toán là: 3x + y - 5 = 0 và X - 3y - 5 = 0. 


37. a) Lấy M(x 0 ; y 0 ) thuộc Aj, suy ra ax Q + by ữ + c = 0. Kí hiệu d(Aị ; A 2 ) là 
khoảng cách giữa hai đường thẳng song song Aị và A 2 . Khi đó .ta có : 


fií(A 1 ;A 2 ) = tí í(M;A 2 ) = 


ƠX Q + by Q + d c - d\ 


4ã 


+ y 'ía' + b' 

b) Phương trình đường thẳng A 3 song song với Aị và A 2 có dạng : 

ax + by + e = 0 (e * c , e * d). 

Áp dụng câu a) ta có : 


d(Aị-,A 3 ) = 


\c-e 


Va 2 +* 2 


; d{ A 2 ;A 3 ) = 


\d- 


\fa' 


+ b- 


A 3 cách đều hai đường thẳng Aj và A 2 khi và chỉ khi 

c = d (loại vì Aj * A 2 ) 

d(A { ; A 3 ) = ằ(A 2 ; A 3 ) <=> 


c-e 


= \d — e\ <=> 


c + d 


e = 


c + d 

Vậy phương trình của A 3 là ax +by -—— = 0. 

Áp dụng : Đường thẳng song song và cách đều hai đường thẳng đã cho có 
phương trình : 

— 10 +1 9 „ 

-3x + 4y + —-y-— = 0 hay -3x + 4y - A = 0. 


'OA-BT HlNH HỌC(NC) 
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38. (h. 101) Cách 1. Xem bài 23, chương II. 

Cách 2. Nhận thấy A ỂA:7jc-y + 8 = 0. 
Vậy B,D e A. 

A có vectơ chỉ phương ĩỉ(l ;7). Phương trình 
đường chéo AC là : 

l(;t + 4) + l(y - 5) = 0 X + ly - 31 = 0. 

Toạ độ giao điểm / của AC và BD là nghiệm 
của hệ phương trình : 




1 


o 

II 

00 

+ 

;> 

1 

* 

x= 2 

( 1 9^ 

( hay 

n .Vậy / = 


x + ly-3\ = 0 

9 

[ y 2 

V 2 2 J 


V 

. Suy ra toạ độ của c 


là (3 ; 4). Vì ABCD là hình vuông nên AC tạo với các đường thẳng AB và 
AD các góc 45°. Đường thẳng d qua A(- 4; 5) có phương trình : 

a(x + 4) + piy - 5) = 0 hay ax + fỉy + 4a-5/?=0 (a 2 + p 2 0). 

_.. . _ a + ip\ 

d tạo với AC góc 45 khi và chỉ khi cos45 = 


y[5Õ.y[ã* + ~p 2 


<=>■ 


-Ị=r = — J=Ẽ== <=> 12a 2 - lap - 12 p 2 = 0 <=>. 

>/2 s Õ . v « 2 +/? 2 


a 


a = 


ụ 


Với a = — p, chọn p = 3, a = 4, ta được đường thẳng dị. 4x + 3y + 1 = 0. 

\ 

3 

Với a = p , chọn yỡ=-4, a = 3, ta được đường thẳng d 2 : 3x - 4y + 32 = 0. 
Lấy phương trình AB là 4x + 3y + 1 =0 thì phương trình của AD là 


3x - 4y + 32 = 0. 

Do đó ta viết được phương trình của CD và BC lần lượt là : 4x + 3y - 24 = 0 
và 3x - 4y + 7 = 0. (Lấy phương trình AD là 4x + 3y + 1 = 0 thì phương 
trình của AB là 3x - 4y + 32 = 0 và ta cũng có kết quả tương tự). 
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lOB-BTHlNH HỌC<NC) 




39. (h. 102) Kẻ AH _L CN, AK X BM. Gọi , A 2 
theo thứ tự là giao điểm của AH, AK với 
BC. Khi đó H là trung điểm của AAị, K 
là trung điểm của AA 2 . Ta tìm được toạ 

độ của /4j và A 2 . Từ đó viết được phương 
trình cạnh BC là y + 1 = 0. 


A 



Hình 102 


40 . a) Dễ thấy p, Q nằm về một phía đối với đường thẳng A. Gọi P' là điểm 


đối xứng với p qua A, khi đó : 

MP + MQ >P'Q. Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi M, P’, Q thẳng hàng. Ta tìm 

r 


được P' = (5 ; 4), phương trình P’Q là 


X = 5 - 
[y = 4- 


. Từ đó tìm được M = (0; -1). 


t 


b) Ta có I NP - NQ\ < PQ . Dấu " = " xảy ra khi và chỉ khi N, p, Q thẳng 
hàng. Vậy N chính là giao điểm của đường thẳng PQ và A. Ta tìm được 


N = (-9 ; -19). 


41 . a) A m luôn đi qua điểm cố định M(x 0 ; y 0 ) với mọi m khi và chỉ khi 


(m - 2)x ữ + (m - l)y 0 + 2m - 1 = 0 Vffl 
o ( Xq + y 0 + 2)m - 2x ữ - y 0 - 1 = 0 Vm 


•^o+^o +2 = 0 

< 

-2x 0 - y 0 -1 = 0 


o 



Vậy A m luôn đi qua điểm cô' định M( 1 ; -3) với mọi m. 
b) Đặt/0c, y) = {m- 2)x + (m - l)y + 2m - 1. 


A m có ít nhất một điểm chung với đoạn AB <=>f(x A , y A ).f{x B , y B ) < 0 


o (7 m - 8)(3 m -3)<0ol<ffl<ị 

c) (h. 103) Dựng AH 1 A m . Ta có AH < AM 

với mọi m (M là điểm thuộc A m với mọi m đã 
nói ở câu a)). Vậy AH lớn nhất bằng AM khi 

và chỉ khi H trùng với M hay AM -L A m . 

Ta có : AM = (-l;-6), A m có vectơ chỉ 
phương ũ = (1 - m ; m - 2). 



A 
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AM 1 A m <=> AM.U = 0 <=> -1(1 - m) - 6 (m - 2) = 0 <=> m = 


11 


Vậy với m = thì khoảng cách từ'4 đến ầ. m là lớn nhất. 

§4. Đường tròn 

42. a) /(-4 ; 2), R = yjĩ ; 

b) /(5 ; -7), R = VĨ5 ; 

c) 7(3 ; 2), 7? = 7 ; 


d) 7(5 ; 5), 7? =. VĨÕ5 ; 

e) 7(—4 ; 3), 7? = Vĩ7 ; 

f) 7(—2 ; -5), 7? = Vũ 


43. a) Cách 1. Đường tròn đường kính AB nhận trung điểm 7 của AB là tâm và 

có bán kính R = Ị- AB. 

2 

Ta có : 7 = (4 ; 2), 7? = ^Afl = ịVo- 7 ) 2 + (7 + 3) 2 = r 2V34 = v§4. 

VI A V V 1 V 


Phương ưình đường tròn là 

(x - 4) 2 + (y -l) 2 = 34 hay X 2 + y 2 - 8x - 4y - 14 = 0. 

Cách 2. Điểm M(x ; y) thuộc đường tròn đường kính AB <=> AM. BM = 0 

o (x - 7)(x - 1) + (y + 3)(y - 7) = 0 « X 2 + y 2 - 8x - 4y - 14 = 0. 
Phương trình đường tròn là X 2 + y 2 - 8x - 4y - 14 = 0. 

b) X 2 + y 2 - 4x + 2y - 29 = 0. 

44. Gọi 7(x ; y ) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Ta có : 


ỈA = ỈB = 7C « 


2 1 r >2 / 1\2 . /.. o \2 /.. c \2 / /r \2 


IA = m 


IÁ 2 = IC 2 


<=> 


(X - l) z +(y- 3) = (x - 5) + (y - 6)- 
[(X - l) 2 + (y - 3) 2 = (X - 7) 2 + y 2 





9 


8x + 6y = 51 

x= 2 , 

(9 5 } 

\ <=> < 
12x - 6y = 39 

V ^ 

5 

• 

2 ’ 2 


rỉ 


V 


Bán kính đường tròn : R = IA = 


X 




2- 1 


( 


\ 


+ 






i - 3 


5V2 




Phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC là 

/ r>\2 / 25 


V 


9 ' 

x ~2, 
L J 


+ 


y 




5 

2 


) 
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45. Toạ độ của A là nghiệm của hệ 


° T r [4* + 3y- 
Tương tự, ta tính được 5(2 ; 0), cí-Ẹ 


3x + 4y - 6 = 0 
4x + 3y - 1 = 0 


<=> < 


X = -2 

[y = 3 


A = (—2 ; 3). 




Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc A là 

'x-y + 5 = 0 (1) 

\_x + y - 1 = 0 (2). 

/ 


3x + 4ỵ - 6 , 4x + 3y - 1 

= ±— , <=> 


s 


+ 4' 


•Jĩ- 


+ 3- 


Thay lần lượt toạ độ của 5, c vào vế trái của (1), ta được : 2 + 5 = 7 > 0 ; 

ị + 5 > 0. 

4 

Vậy (2) là phương trình đường phân giác trong của góc A. 

Phương trình các đường phân giác trong và ngoài của góc 5 là 


3x + 4y - 6 


= ±y <=> 


3x - y - 6 = 0 (3) 

X + 3y - 2 = 0 (4). 


Thay lần lượt toạ độ của A, c vào vế ưái của (4), ta được : —2 + 3.3 — 2 = 5 > 0 ; 

1 7 

j--2 = --Ị<0. Vậy (4) là phương trình đường phân giác trong của góc 5. 
Gọi I(x ; y) và r là tâm và bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC. Khi đó 


toạ độ của I là nghiệm của hệ ị 


X + y - 1 = 0 
X + 3y - 2 = 0 




1 

x = 2 


/ 


y = 


1 


I = 


V 


1 Ị_ 

2 ; 2 




J 


r = dự ; BC) = Vậy phương trình đường tròn nộựiếp tam giác ABC là : 


r 


1 


/ 


/“2, 

V z y 


■+ 


y 




\2 




46. . 


• m 


• m 


0 < m < — => A m không có điểm chung với (9d). 
< 0 hoặc m > J => A m cắt (Ĩd). 

= 0 hoặc m = => A m tiếp xúc với (€). 
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47. a) Xét điểm M{x ; ỳ). Biến đổi điều kiện 3 MA 2 + MB 2 = 2MC 2 qua toạ độ 

( Ọ Y ọ 107 

ta được phương trình đường tròn cần tìm ụế): X + + (y - l) 2 = - 7 -- 

($) có tâm / " ; 1 , bán kính R = • 

b) (h. 104) ỈA < R nên rì nằm trong ($). Gọi 
H là trung điểm của MN thì IH 1MN. 

MN = 2MH = i4r 2 - ỈH 2 . 

Do đó MN min <=> IH max. 

Ta luôn có IH < ỈA. Vậy ỈH maxo// = rì, tức Hình 104 

—- (l ^ 

là /rì = -- ; -1 là một vectơ pháp tuyến của đường thẳng A cần tìm. Từ 

V 2 / 

đó suy ra phương trình của A là Ix - 2y + 7 = 0. 

48. Phương trình đường tròn (€), tâm I(a ; b ), bán kính R có dạng 

(x-à) 2 + {y- b ) 2 = R 2 . 

(^ê) tiếp xúc với Ox, Oy khi và chỉ khi a = |ồ| = R. Phương trình của 
trở thành 

(x - a) 2 + (y - b) 2 = a 2 . 

a) rì(2 ; -1) e {% => (2 - aÝ + (-1 - bÝ = a. (1) 

• Với a = b thì (1) <=> (2 - a) 2 + (1 + a) 2 = a 2 <=> a 2 - 2ơ + 5 = 0, phương 
trình vô nghiệm. 

• Với a = -b thì (1) <=> (2 - a) 2 + (a - l) 2 = a 2 <=> a 2 — 6a + 5 = 0 

<=><3=1 hoặc <3 = 5. 

- Khi a = 1 => b = -1, R = 1, ta được đường tròn (9fj): ột - l) 2 + (y + l) 2 = 1. 

- Khi a = 5 => b = -5, R = 5 ta được đường tròn (9f 2 ): Qt - 5) 2 + (y + 5) 2 = 25. 

b) / thuộc đường thẳng 3x - 5y - 8 = 0 nên 3ữ - 5b - 8 = 0. (2) 

• Với a = b thì (2) <=> 3a - 5a - 8 = 0 <=> a = -4 => b = - 4, R = 4. 
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Ta được đường tròn (€{): (jc + 4) 2 + (jy + 4) 2 = 16. 

• Với a = -b thì (2) o 3 a — 5.(-ứ) — 8 = 0 <=> <3 = 1 => b = - \,R= I. 

Ta được đường tròn (^ 2 ): (x-l) 2 + (y+l) 2 =l. 

49. Đường tròn (íp) tâm /(ứ ; b), bán kính R CÓ phương trình : 

\ 

(x-a) 2 + (y-b) 2 = R 2 (1) 

(€) tiếp xúc với Ox tại /4(6 ; 0) nên ơ = 6, |b| = R. Khi đó 

(1) o (* - 6) 2 + (y - b) 2 = b 2 . 

5(9 ; 9) e (€ ) => (9 - 6) 2 + (9 - b) 2 = b 2 o b = 5 => R = 5. 

Phương trình của (9ữ) là (* — 6) 2 + (y — 5) 2 = 25. 

50. Gọi I(a ; b) và R là tâm và bán kính của đường tròn (íp) cần tìm. Phương 
trình của (fê) là (* - ứ) 2 + (y - b) 2 = R 2 . 


a-b-l _ 


(ỹữ) tiếp xúc với A : X - y - 1 = 0 khi và chỉ khi d(I ; A) = R o J- 


= R. 


A,B e(% 


<=> ị 


(-1 - aÝ + b 2 = R 2 
(1 - ứ) 2 + (2 - bỶ = R 2 




la + ,)2 + ự = 


(a-lỹ + (b-2f=^ b -' ì 


2 

.2 . ,2 


( 1 ) 

( 2 ) 

.2 


Từ (1) và (2) suy ra : (a + l) z + b A = (ơ- iy + (b- 2) <=> a = 1 - b. 
Thay a - 1 - b vào (2), ta có : 


b 2 + (b - 2) 2 = 2b 2 => b = 1 => a = 0, R 


= V2. 


Phương trình của là X 2 + ịy - l) 2 = 2. 

51. a) có tâm ơ(0 ; 0), bán kính R = 5. Tiếp tuyến A đi qua /4, nhận 

ỡ/4(3; 4) làm vectơ pháp tuyến, nên có phương trình : 

3(JC - 3) + 4(y - 4) = 0 <=> 3x + 4y - 25 = 0. 
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Đường tròn €) và tiếp tuyến A được vẽ như hình 105. Các câu b), c), d), e), 
f): học sinh tự làm. 




Hình 106 


52. (h. 106) (9ữ) có tâm I(a ; b ), bán kính R. Khi đó : 


M(x ; y) e A <=> IMq.MqM = 0 <=> (x 0 - a)(x - Xq) + (y 0 - b)(y -y o) = 0 

(xq - a)(x - a + a - Xq) + (y 0 - b)(y - b + b -y 0 ) = 0 
<s> (x 0 - a)(x -a) + (y 0 - b)(y - b) - [Uo - aỶ + (y 0 - b ) 2 ] = 0 
<=> (*0 - a)(x - a) + (y 0 - b)(y -b) =R 2 . 

53. có tâm /(1 ; -3), bán kính R = Vl 2 + 3 2 - 5 = V5. 

A // d => A có phương trình : 2x + y + m = 0 (m ^ —1). A tiếp xúc với (©) o 


d(I ; A ) = R <=> 


2 - 3 + m 


4Ĩ- 




<=> 


+ 1 ' 


/n - 1 = 5 <=> 


m = 6 
m = -4. 


Có hai tiếp tuyến cần tìm là Aj : 2x + y + 6 = 0 và A 2 : 2x + y - 4 = 0. 
Toạ độ tiếp điểm M của Aị với (9d) là nghiệm của hệ 


2x + y + 6 — 0 


= -1 


X 2 + y 2 - 2x + 6y + 5 = 0 

Toạ độ tiếp điểm N của A 2 với (ỹể) là nghiệm của hệ 
'2x + y - 4 = 0 ịx = 3 


<=> 


X = 

< 

J = -4- 


Vậy M = (—1 ; -4). 


X 2 + y 2 - 2x + 6y + 5 = 0 


<=> 


y = -2. 


Vậy V = (3 ; -2). 
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Chú ỷ. Khi biết toạ độ của M, thì do M và N đối xứng nhau qua /, ta có thể 
tính ngay được toạ độ của N = (2xỊ - X M ; 2 yj - y M ). 

54. a) (% có tâm /(3 ; -1), bán kính R = 2. 

ỈA = \Ị(Ì - 3) 2 + (3 + l) 2 = 2 V 5 > R, suy ra A nằm ngoài ($>). 


b) A nằm ngoài (€) nên từ A ta kẻ được hai tiếp tuyến đến 
Cách 1 . Đường thẳng A đi qua A có phương trình : 

a(x - 1) + J3(y - 3) = 0 hay ax + (3y - a - 3(3 = 0 ( a 2 + (3 2 ^ 0). 
A tiếp xúc với o d(Ị ; A) = R o — 7 ^ a = 2 

■ja 2 + J 2 


<=> 


a - 2p\ = \Ịa 2 + /? 2 <=> (3(3(3 - 4a) = 0 <=> 


/3 = 0 

p = ịa. 


• Với /3=0, chọn a= 1, ta được tiếp tuyến thứ nhất: X - 1 =0. 

• Với (3= (ra, chọn a = 3, (3= 4, ta được tiếp tuyến thứ hai: 3x + 4y - 15 = 0. 

Cách 2. • Xét đường thẳng A đi qua A và có hệ sô' góc k. Phương trình của 
A là : 


y - k( X - 1) + 3 hay kx-y + 3- k = 0. 

... „ \3k + ì + 3-k\ 

A tiếp xúc với (w) <=> d(Ị ; A) = R o - ■ — — = 2 

\Jk 2 + 1 

o ịk + 2\ = yík 2 + 1 o k 2 + 4k + 4 = k 2 + 1 o k = -jr- 

Ta được tiếp tuyến thứ nhất Aj : y = ~ị( x — 1) + 3 hay 3x + 4y - 15 = 0. 


• Xét đường thẳng A đi qua A và vuông góc với Ox. Khi đó, A có phương 
trình X = 1 hay X - 1 = 0. 

A tiếp xúc với (€) o dự ; A) = R o = 2 <=>2 = 2. Đẳng thức cuối 


đúng nên A là tiếp tuyến của (€). Ta có tiếp tuyến thứ hai A 2 : X - 1 = 0. 
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Chú ỷ. Trong cách giải 2, nếu chỉ xét trường hợp tiếp tuyến A có hệ số góc thì 
bài toán sẽ mất nghiệm, 
c) Học sinh tự làm. 

55. a) A : 4x + 3y - 11 = 0. 


b) Có hai tiếp tuyến là Aị : 4 jc + 3y + 39 = 0 và A 2 : 4jt + 3y - 11=0. 

c) Có hai tiếp tuyến : A| : y = — + 5^ ẼỀ. (x - 2) + 6, 

-32-5^55 , , 

A 2 : y = — 9 — (x - 2) + 6. 

* ' 

56. a) (^j) có tâm /j(2 ; 4), bán kính Rị = \fỹ + 4 2 - 11 = 3. 

(^ 2 ) có tâm / 2 (1 ; 1), bán kính /?2 = Vl 2 + l 2 + 2 = 2. 

l = |/? 1 -/? 2 |</ 1 / 2 = V(l-2) 2 + (l-4) 2 = Vĩõ < /?! + R 2 = 5. 

Suy ra (^ị) và (^ 2 ) cắt nhau. 

b) (h. 107) Theo câu a), (9oị) và ( r ể 2 ) cắt nhau nên chúrig có hai tiếp tuyến 
chung. Tiếp tuyến chung A có phương trình : ax + /3y + ỵ = 0 ( a 2 + /ỡ 2 > 0). 

A tiếp xúc với ftũ\) và (íoV) khi và chỉ khi i ^ 1 ’ ^ 1 

V(/ 2 ;A) = /?2 


2or + 4yổ + ỵ 


l a 2 4 - /? 2 


= 3 (1) 


^^4 = 2 (2) 

■Ja 2 + ậ 2 

=> 2 2a + 4/9 + x| = 3 a + /9 + ỵ\ 

<=> 4a + 8/3 + 2ỵ = ± (3« + 3/3+ 3ỵ) 
ỵ = a + 5/3 

<=> la + U/3 

[r = 

- Thay X = a + 5Ị3 vào (2) ta có : 

2a + 6B\ ^ _ 0 0 j 

’ ' = 2 o (a+ 3/9) 2 = ạ 2 + ỷ 

v « 2 + /? 2 

2/9 (4/3 + 3ộ) = 0 /9=0 hoặc 4/3 = —3a. 


ỵ = 



Hình. 107 
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Với p - 0 (do đó a ^ 0), suy ra ỵ= a. Ta có tiếp tuyến chung thứ nhất 

A| : (XX + a = 0 hay X + 1 = 0. 

Với 4/? = —3 a, chọn a - 4, (3 = —3, ta được y= —11. Ta có tiếp tuyến 
chung thứ hai A 2 : 4x - 3y - 11 = 0. 

, 7a + llổ 

- Thay Y =-vào (2) ta có : 

- 7 === = 2 o- (a + 3p) 2 = 25 {ầ + /ý 2 ) o- 12 « 2 - 3cự? + 8 /ý 2 = 0, 
5yja 2 + p 2 

phương trình vô nghiệm. 

Vậy (ĩũị) và có hai tiếp tuyến chung là Aj : X + 1 = 0 và A 2 : 4x — 3y — 11 = 0. 

57. Đặt M = (x ; y), ta có £]M/4 2 + k 2 MA% + ... + k n MA 2 = k 

<=> [kj(x - Xịỷ + k 2 (x - x 2 ) 2 + .. . + k n (x - x n ) 2 ] + [*j(y - y ,) 2 + k 2 (y - y 2 Ý + 
•••+ k n(y - yh) 2 ì = k 

o {kị + k 2 + ... + k n )(x + y 2 ) — 2{k\Xy + k 2 x 2 + . . . + k^x^ịx 

- 2 {kyy x + k 2 y 2 + . . . + k^^y + kị ị x Ị + yị} + k 2 ịxị + yị) + ■ • • + 

+ k n(x 2 +y 2 ) = k - ( 1 ) 

Đăt a _ k \ x \ t hâi ± - ± V* - *!?! + ^y 2 + - + Ky n 

£] + &2 + ••• + £,7 ^ + /^2 + ... + ^ 

c _ k ]( x \ + y\) + k 2Ì x 2 í+ ýị) + ■ ■ • + k n( x ĩi + ýị) ~ k 

kị + + ■ • • + k n 

Khi đó (l)or 2 + /- 2ax- 2£y + c = 0 

<=> (* - ứ ) 2 + (y - Ể >) 2 = a 2 + b 2 - c. 

- Nếu a 2 + b 2 - c > 0 thì tập hợp các điểm M là đường tròn tâm I(a ; b), 
bán kính R = ya 2 + b 2 - c. 

- Nếu a 2 + b 2 - c = 0 thì tập hợp các điểm M là điểm I{a ; b). 

- Nếu a 2 + b 2 - c < 0 thì tập hợp các điểm M là tập rỗng. 

Chú ý rằng : câu a) của bài 47 chương III là một trường hợp đặc biệt của 
bài này. 
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58. a) Phương trình c$ m ) có dạng X 2 + y 2 + 2ax + 2by + c = 0 

m + 2 , m + 4 . 

với a =———, b = -——, c = m + 1. 

rr ,_ _2 . ,_2 _ (m + 2) 2 , f m + 4^| 2 , 1N _ m 2 + Am + 8 

Ta có ứ + b - c = —^— + —-— - (m + 1) =- — -> 0 

với mọi m. Vậy (©„,) là đường tròn với mọi giá trị của m. 


m + 2 


x = ~ 


b) Toạ độ tâm I m của đường tròn (9ề m ) là < \ 

m + 4 

y = - L 7 T- 


2x = -(m + 2) (1) 
2y = m + 4 (2) 


Cộng từng vế của (1) và (2), ta được 2x + 2y = 2 hay X + y — 1 = 0. 

Vậy tập hợp tâm của các đường tròn (ỈD m ) là đường thẳng có phương trình : 

X + y — 1 = 0. 

c) Gọi M(xq ; y 0 ) là điểm cố định mà họ (w m ) luôn đi qua. Khi đó ta có : 

x ữ + ýị + (wỉ + 2)^0 - (m + 4)y 0 + ttỉ + 1 = 0 V ttỉ 

<=> (*0 - y 0 + + x ỉ + yỉ + 2x 0 - 4 >0 + 1 = 0 v m 

x ữ - yo + 1 = 0 (1) 

x l + yị + 2*0 - 4y 0 + 1 = 0 (2) 


Từ (1) suy ra x 0 = yo " 1> thay vào (2), ta được : 

ơo - l) 2 + yỉ + 2 (y 0 - 1) - 4y 0 + 1 = 0 o 2y 0 2 - 4y 0 = 0 o y ° = 0 

L^o = 2. 

Với y 0 = 0 thì x 0 = -1. Ta được điểm Mj(-1 ; 0). 

Với y 0 = 2 thì Xo = 1. Ta được điểm M 2 ( 1 ; 2). 

Vậy họ đường tròn ( < & m ) luôn đi qua hai điểm cố định là M j(-l ; 0) và 


M 2 (l ; 2). 
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d) (h. 108) (íf m ) không đi qua điểm (*! ; yj) với mọi m khi và chỉ khi phương 
trình (ẩn nì) : (*[ -yj + \)m + X 2 + + 2xị -4y-ị + 1 = 0 vô nghiệm 

+ 1 = 0 

X 2 + y 2 + 2*1 — 4yj +1^0 
'y x =x l +l 

<=> < 

[Xị * ±1. 

Vậy tập hợp các điểm trong mặt phẳng toạ 

độ mà họ (w m ) không bao giờ đi qua với 

mọi giá trị của m là đường thẳng A có 
phương trình y = X + 1, bỏ đi hai điểm 

M Ị-(-l ; 0) và M 2 ( 1 ; 2). Hình 108 



§5. Đường elip 

59 . (h. 109) Xét đường tròn (&) tâm ớ, tiếp 
xúc trong với yê\) tại M, tiếp xúc ngoài 
với (^ 2 ) tại N. Ta có : 

OO x + 00 2 = 0\M - OM + 0 2 N + ON 

= Rị + R 2 không đổi. 

Tập hợp các tâm o là elip có các tiêu điểm 
là Oị, 0 2 và độ dài trục lớn 2 ứ = /?! + R 2 . 

60. a) o là tâm đối xứng, a 2 = 25 => a = 5 ; 

b 2 =\6=>b = 4- c 2 = a 2 -b 2 = 9=>c = 3. 

c 3 

Tâm sai e = — = Độ dài trục lớn : 2 a= 10, 

a 5 

độ dài trục bé : 2 b = 8. Tiêu cự : 2c = 6. 

Các tiêu điểm : Fj(-3 ; 0), F 2 (3 ; 0). Các 
đỉnh : (± 5 ; 0), (0 ; ± 4). 

Elip được vẽ như hình 110. 



Hình 110 


157 




2 2 

ọ y f 

b) Viết lại phương trình của elip : + 4r- = 1. Elip có tâm đối xứng 0. 


1 


1 

4 


a 2 = 1 => <2 = 1 , b 2 = Ạ => /? = , c 2 = a 2 -b 2 =\ 


73 . 7 [ 

c = tâm sai e = -— 

2 


a = 1 =>< 2 = 1, b = — =>ử=—, c = <2 -ớ = — => c = , tam sai I 

Độ dài trục lớn :2a = 2, độ dài trục nhỏ :2b = 1, tiêu cự : 2c = VĨ3. 

( Jĩ } (JZ >1 , 

Các tiêu điểm : Fị — -Ệ- ;0 ,F 2 -Ệ- ;0 . Các đỉnh : (±1 ; 0), (0 ; ±-i)- 

V ) V 2 


Các câu c), d), e), f) : học sinh tự làm. 


2 2 

, y 

61. Elip ( E ) có phương trình chính tắc : —— + = 1 (a > b > 0). 


ri 

ữ 


a) /4(0 ; -2) là một đỉnh => b = 2 ; F(l ; 0) là một tiêu điểm => c = 1 


2 2 

a 2 = b 2 + c 2 = 5. Phương trình của ( E ) là : -T- + 


= 1 . 


b) Fị(-7 ; 0) là một tiêu điểm => tiêu điểm thứ hai là : F 2 {7 ; 0). 

M e (£) => 2a = MP’! + MF 2 = V(-7 + 2 ) 2 + 12 2 + V(7 + 2 ) 2 + 12 2 


= 28 


ữ = 14. 


F{-7 ; 0) là tiêu điểm = 

2 2 

Phương trình của ( E ) là : -rrr + -r-= = 1. 


c = 7 =i> b 2 = a 2 - 2 = 196 - 49 = 147 


c) 2 c = 6 


196 147 

3 

a 5 


c 3 ,2_2 2 _ ,, 

c = 3 ; e = — = — =>a = 5,ơ =a -c =16. 


2 2 

Phương trình của ( E ) là -^7 + y-r = 1 . 

2 2 

d) a = 4, b = 3 => phương trình của (E) là ặrr + ^r- = 1. 


e)M,N e (E) 


16 3 , 

8 9 _ , 


<=> ^ 


16 


úT = 20 

b 2 = 15. 


2 2 

Phương trình của (£) là ị- + 7 — = 1 . 

20 15 
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62. à) m = a + c,n = a—c 


= e. 


63. 


m - n _ (a + c) - (a - c) _ 2c 
m + n a + c + a - c 2 a 

b) 2 a = 768806 => a = 384403 ; 2 b = 767746 => ố = 383873 ; 


= 4Ĩ~- 


b l * 20179. 


Vậy khoảng cách lớn nhất từ tâm Trái Đất tới tâm Mặt Trăng là : 


a + c w 404582 (km) và khoảng cách bé nhất là : a 

2 


2 _ n 
a = 9 


b = 1 ■, c 2 = a 2 — b 2 = 8 


í> ứ = 3 \ b = 1 = 

Elip (£) có các tiêu điểm : Fj(- 2 V 2 ;0), F 2 ( 2 V 2 ; 0). 
a) Gọi M(x ; y) e (£) là điểm cần tìm. Khi đó : 


c w 364224 (km), 

c= 2 Vĩ. 


= 2 MF 2 <=> ứ + £X = 2 (ứ - ex) <=> X = 


ứ _ ÚT _ 3 

3 ể? _ 3 c _ 2V2 


M e (£) 


2, X 2 9 1 Jĩ 

V = 1 - —— = 1 — —— — — => V = ± 

-/ n x r\ n o ./ — 


Có hai điểm cần tìm là 


/ 


V 


9.8 8 

3 +J VP 

2V2 ’ 2V2 


2V2' 


V 


b) Gọi /V(x ; y) e ( E ) là điểm cần tìm. Khi đó : FịN = (x + 2\Ỉ2',y ), 

F^ = (x - 2V2 ; y). 

fị/v ± ^/v ofịv.fỹv = 0o(x + 2V2)(.X - 2V2) + y 2 = 0 


<=> X — 8 + y — 0. 

JVe(Ê)^y + /=l. 

Giải (1) và (2) ta được X 2 = ^ và y 2 = £ =>x= và y = ± -^-Ị =■ 


( 1 ) 

( 2 ) 


í 3V7 1 A 

Có bốn điểm cần tìm là ± -7-7= ; ± r- 

[ 2V2 2V2 y 

c) Gọi />(x ; y) e (£) là điểm cần tìm. Ta có : 

FPỈ = F 1 f 2 + F 2 P 2 - 2F ịP. F 2 / > .cos60 o = (F 1 £+F 2 £) 2 -2F 1 /’.F 2 /’-2F 1 /’.F 2 /\ị 
= 4đ 2 - 3F l PF 2 P = 4a 2 - 3(fl + ex)(ứ - é?x) = 4ứ 2 - 3(ư 2 - e 2 x 2 ) = a 2 + 3e 2 x 2 . 
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2 

Như vậy 4c 2 = a 2 + 3.-yjc 2 

a 


2 _ (4c 2 -ữ 2 ).ữ 2 (4.8-9).9 _ 69 

* “ 2 3.8 - 8 


;c= ± 


Pe(£)=>y 2 =l-Ặ = l- 23 


Vỏ9 

2>/2 

1 


3c' 


24 24 

r 


y= ± 


1 


Có bốn điểm cần tìm với toạ độ là 




+ Vỏ9 + 1 

lyỊĨ ' 2y[ẽ 


2yfẽ 

\ 


) 


64. (h. 111) 


2 2 

MC* ; y) e (£) => -X- + ^2 = 1 ; 

ữ b 

MF j = a + £Jt, Mf 2 = a — ex. 
a) MF ị .MF 2 + OM 2 = 

2 2 

= (a + £*)(a — £*) + jc + y 




2 22 , 2 . .2 
= a - e X + X + y 




2 . 2 . 2 
= a +y + X 


2 \ 


1- 


V. 


A 

a 


yi 

i 



ỡ 





H ị 


Hình 111 


) 


= a 2 + y 1 +b 2 -ĩ2=a 2 + y 2 +b 2 

a 


b) (MF l - MF 2 Ý = 4e 2 x 2 . 

4(OM 2 - b 2 ) = 4(* 2 + y 2 - b 2 ) = 4. 


í 


1- 


y‘ 


.2 \ 


V 


2 , 1.2 
— + b . 





( 

,2 

\ 


* 2 + 

b 2 

ò 

2 

* 2 

-ố 2 


\ 

a 






= 4jc 


.2 


1- 


a 


= 4e 2 jr 2 . 


V “ y 

Từ (1) và (2) suy ra (MFị — MF 2 ) 2 = 4(OM 2 — b 2 ). 
c) HM 2 = y 2 . 

-ỀLlĩÃ ì .HÃ 2 =-^(-a- jc)(a -x) = ^-(a 2 -x 2 ) = b 2 --. 


a 


a 


a 


a 


= b 2 ~(b 2 -y 2 ) = ý 


b i 

HM 2 = -^rHA x . HA,. 


ri 

a 
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65. a ) a = 9 => a = 3, 

>6 = 2 , 


6 2 = 4 


2 2 .2 _ - 
c = a -6 =5 


= s. 



Các tiêu điểm : 

Fị(-yỈ5 \0), F 2 (S ;0). 

Các đỉnh : (±3 ; 0), (0 ; ±2). 
Tâm sai: e = 


Elip được vẽ như hình 112. 

b) Hoành độ giao điểm của d. và ( E ) là nghiệm của phương trình : 

Q + 7 1 —-J—— = 1 o 13x + \%rnx + 9 m — 36 = 0. (1) 

7 ^ 4 

d. và ( E ) có điểm chung khi và chỉ khi (1) có nghiệm <=> À' > 0 
<=> 81 m 2 - 13(9 m 2 - 36) > 0 o m 2 < 13 o -VĨ3 < m < VĨ3. 

Vậý với -VĨ3 < m < VĨ3 thì d và ( E ) có điểm chung. 

c) (h. 112) Đường thẳng À đi qua M, với vectơ chỉ phương u(a ; b) có dạng : 


ịx = 1 + at . 9 .9 

1 . . (a + 6 2 * 0), 

7 = 1 + 6 / 


A, B e A 


X A = 1 + a/j 


X B = 1 + a/ 2 


, , và 1 , , 

y A =l + btị [y B = 1 + b h 


M là trung điểm của AB khi và chỉ khi 


X A + X B = 2x 


■M 


yA + = 2 7 aí 


o 


Ja(/j + / 2 ) 

6(/j + / 2 ) 


0 

0 


<z> tị + / 2 = 0 ( 1 ) (do a 2 + b 2 * 0). 


A, B e ( E ) suy ra / ị, / 2 là nghiệm của phương trình : 

4(a/ + l) 2 + 9(6/ + l) 2 = 36 o (4a 2 + 96 2 )/ 2 + (8a + 186)/ - 23 = 0. 
/ị + ( 2 = 0 => 8a + 186 = 0 <=> 4a + 96 = 0. 


I1A-BT HÌNH HỌC (NC) 


161 



Chọn a = 9, b = -4, ta được phương trình của.A là : 

ịx = 1 + 9t 

ị ' hay 4x + 9y - 13 = 0. 

[y = l-4t 

Chú ý. Có thể giải bài toán này bằng cách viết phương trình của A dưới dạng 
y = k(x - 1) + 1 hoặc X = 1, nhưng việc tính toán sẽ phức tạp hơn. 

2 2 

66 . a) M(x 0 -,y 0 )eE=> 2 + 72" = 1 ( a > b > 0); OM 2 = Xq + yị. 

a L b 

Ta có : = 1 Xq + ýị < a 2 <=> OM 2 < ứ 2 <=> ỚA/ < ứ. 

ứ 2 ớ 2 ÚT b 2 

ẩ. + Â>Â + Â = -[ < ^ x ị+yị>iP^ OM 2 > ố 2 <=> OM > b. 
b 2 b 2 a 2 & 2 

Vậy & < ỠM < a. Ta có a = OM khi và chỉ khi y 0 = o/tức là M trùng với 

các đỉnh trên trục lớn. 

■ 

Ta có ố = OM khi và chỉ khi ^0 = 0, tức là M trùng với các đỉnh trên trục bé. 

b) Toạ độ điểm A là nghiệm của hệ 

ax + By = 0 . „ . - - . . 

..2 .2 ^ r 2 = ab z fi 2 = a ra 

\ x t y _1 ^ * A JJ , l 2 /?2’ ^ „2_2 , l2/?2 

— + = 1 ớ a + p ứ a + b p 

M b 

0Ă 2 2 2 aV/ĩ 2 AV ẠV +42 

* t AtíY aV+b 1 ^ 

^OA = -ậẾ=L. 
võv + & 2 /? 2 

c) Do ỚA vuông góc với ớfí nên phương trình đường thẳng ớfí là : 
J3x - ay = 0. B là giao điểm của (£) với đường thẳng /Sr + (-ar)y = 0 nên 
áp dụng câu b), ta có 

oe 2 _ a 2 b 2 [p 2 + (~or) 2 ] a 2 b 2 (a 2 + p 2 ) 

a 2 p 2 + b 2 (-a) 2 a 2 p 2 +b 2 a 2 ' 


162 


11 Ố- BT HlNH HỌC(NC) 



Do đó : 


1 


OA 2 + OB 2 


1_ a 2 a 2 + b 2 ậ 2 +a 2 p 2 +b 2 a 2 a 2 + b 2 

~2 = - 0 „ 0 . -= 0,2 khÔn ẽ đổi - 

B 2 a 2 b 2 (a 2 +p 2 ) a 2 b 2 


d) (h. 113) Kẻ OH -L AB. Trong tam giác vuông AOB, ta có : 


1 


1 1 

H-— 


OH OA 


OH = 


OB 


a 2 +b 2 

a 2 b 2 


ab 


\fã 


2 +b 2 


Vậy đường thẳng AB luôn tiếp xúc với đường 
tròn cố định tâm ơ, bán kính R = a b 



•lã- 


Hình 113 


+ b' 


67. Chọn hệ trục toạ độ Oxy có : trục Ox đi qua A, B ; trục Oy là đường trung 
trực của AB. Đặt AB = 2 a, AD = 2 b. Hãy tìm toạ độ của 4 và chứng minh 


„2 „2 

X V 

4 nằm trên elip có phương trình —■- + -=-7- = 1. 

a 2 b 2 


X M' ~ X H = k{x M -X H ) 


H 


M 


H 


<=> < 


X M' - X M 

y M ’ = ky M’ 


68. a) HM' = kHM « \ 

~ yH = k{yf4 - yn) 

(Chú ý rằng trong trường hợp này thì X H = X M = X M ', y H = 0). 

b) Tương tự câu a) với chú ý rằng trong phép co về trục Oy thì X H = 0, 

y H =yM = yM- 

69. • M(x ; y) e (^) => X 2 + y 2 = a . Ảnh M' của M qua phép co về trục Ox 


L 

theo hệ số — < 1 là <1 

a 1 


0 ÌỀL + 4l = 1. 


a 


‘M' 


- X 


2 

2 2 , 2 _ 2 , a 2 
a -X +y -XM' + TjyM' 


y "' = ~a y 


Ị} 

Vậy ảnh của đường tròn ($) qua phép co về trục Ox theo hệ số — < 1 là 

ứ 

elip ( E ) : 


„2 2 

4 + 4 = 1 . 

a 2 b 2 


Phần ngược lại chứng minh tương tự. 
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70. .>4 + 4-1; 


71. a) X 2 + y 2 = 25 ; 


b)^ + / = l; 

b) ắ + ẩ = l; 


25 18 


c) (X - l) 2 + (y - 2) 2 = 4. 


2 „2 
, * V 

c) ^ ' 


25 


9 

4 


= 1 


§6. Đường hypebol 

72. (h. 114) Kí hiệu Oị , /?! là tâm 

và bán kính của đường tyòn (e>i); 
ỡ 2 , /?2 là tâm và bán kính của 

đường tròn (^ 2 ). 

Xét đường tròn thay đổi ($>), 

tâm o, bán kính R. (fê) tiếp 

xúc ngoài với (© j) tại M, với 

(%) tại N. Ta có : 

I OO ì - 00 2 1 .= |(ỚM + ^M) - (ON + 0 2 N)\ 

= I O x M - 0 2 N\ = Ị/?! -R 2 1 > 0 (do /?! * /? 2 ). 

Do đó o nằm trên một hypebol có các tiêu điểm là o i và 0 2 . Târri đôi xứng 
của hypebol này là trung điểm của 0ị0 2 . Lập luận tương tự cho trường 

hợp đường tròn (ís) cùng tiếp xúc trong với các đường tròn và (^ 2 ). 



a = 4 ; b 2 = 4 => b = 2 ; c 2 = a 2 + b 2 = 20 


73. a) ứ = 16 = 

Độ dài trục thực : 2a = 8. 

• * • 

Độ dài trục ảo : 2 b = 4. 

Ị— 

Tiêu cự: 2c = 4yÍ5 ; tâm sai e = — =^r- 

a 2 


= 2 V 5 . 
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Các tiêu điểm : Fị = (-2^5; 0), 
F 2 =(2^5 ;0). 

Các đỉnh: Aị =(-4 ;0),/4 2 =(4 ; 0). 

Các tiệm cận : y = ±—x = ±4*. 

a 2 

Hypebol được vẽ như hình 115. 

f) Viết lại phương trình hypebol : 

0 ? 
y‘ 


1 

1 

m 

n 

2 

1 

a 

= — => ( 


m 

c 2 

+ 

(N 

<3 

II 


Ỵ= ; b 2 = 4 - => b 

yịm n 



2 =l + i 

m n 


m + n 
mn 


\fn 


c - 


m + n 
mn 


Độ dài trục thực : 2 a = , độ dài trục ẳo:2b= ~^=. Tiêu cự: 2c = 2J m — - 

\jm sin V mn 


Các tiêu điểm : Fi = 




V 


m + n ^ 
—— ; 0 




; = 


V 


m + n 
mn 


\ 


; 0 






Các đỉnh : = 


1 


\ 


;0 


V 




, — 




* v I ’ “2 

\lm 

Các câu b), c), d), e) học sinh tự làm. 


V 


4 = ;0 

\lm J 


. Các tiệm cận : y = ± .X. 
■ ■ s V n 


2 2 

74. Hypebol ( H ) có phương trình chính tắc : —— - = 1 (ư > 0, b > 0). 

a 2 b 2 

a) (5 ; 0) là một tiêu điểm => c = 5 ; (-4 ; 0) là một đỉnh => a = 4. 
b 2 = c 2 - a 2 = 25 - 16 = 9. Phương trình của ( H): rrrr - ^=- = 1- 


5 c 5 c 2 25 

b) 2b - 12 =>fc = 6 ; e =4 =4 =44 » 


ứ 4 


ứ 


2 16 


16 9 

a 2 +b 2 _ 25 
~ 16 


ứ 


ứ 2 + 36 25 _ 2 _ . , , X 2 y 2 . 

<=> ——-— = ~TZ => <2 =64. Phương trình của (//) : 9- - ^— = 1. 

1Ồ 64 36 


c) <3 = 2 ; e - 4 <=> 2 = 2 ^ c = 3- Do đó ử 2 = c 2 - a 2 =5. 


a 
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2 2 

Phương trình của ( H ): -Ị— 5 = 1' 

d) e = Vĩ o - = V 2 o c 2 = 2a 2 o a 2 + b 2 =2a 2 oa 2 = b 2 (1) 

a 

25 9 

2 


Ae (//) 


= 1 . ( 2 ) 


a- 

Từ (1) và (2) suy ra : a 2 = b 2 = 16. Phương trình của (H ): TF~TT = Ỉ. 

' lo lố 

36 1 


e)Pe(H),Qe (H) 


a 


64 8 


2 .2 

la b 


= 1 


= 1 


o 


a 2 = 32 
b 2 = 8. 


2 2 

Phương trình của (//): TT - -4- 

32 0 


= 1 . 


2 „2 

75 . (//) có phương trình chính tăc : —T— J —T- 


= 1. 


a 


a) ứ = ò = 1 => phương trình của (//) : -y— 1. 

4 

b) (3 ; 0) là một đỉnh của ( H) => a = 3. Các giao điểm của đường tròn 

ngoại tiếp hình chữ nhật cơ sở với trục Ox là các tiêu điểm của ( H ). Vậy 

* ' 2 2 

c = 4 ; b 2 = c 2 - a 2 =7. Phương trình của (//): -Ẹ- - = 1. 

_ . _ 4 b 4 

c) c = 10. Các tiệm cận có phương trình y = ±-^jc, nên — = —> suy ra 

a 2 + b 2 4 2 + 3 2 . 10 2 25 2 ,2 ,, ™..__ _ , , 

- J — = ——— hay —T- = -£-■ Vậy a = 36, b = 64. Phương trình của 

a 3 Z a 2 9 

d) Phương trình các‘đường tiệm cận là y = ±—x. Do góc giữa hai đường 

a 

tiệm cận là 60° và hai đường tiệm cận đối xứng với nhau qua Ox, nên có 
hai trường hợp : 

- Góc giữa mỗi tiệm cận và trục hoành bằng 30°, suy ra — = tan30° = -7=. (1) 

a V3 
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- Góc giữa mỗi tiệm cận và trục hoành bàng 60°, suy ra — = tan60° = yjĩ. (2) 

ứ 

N e(H)^^-^ ĩ = ì. (3) 

a b 

2 2 

Từ (1) và (3) suy ra a 2 = 9, b 2 = 3. Ta được hypebol (Hị): = 1. 

2 2 

Từ (2) và (3) suy ra a 2 = 33, b 2 = 99. Ta được hypebol (// 2 ): '33 “ 99 = ^ • 

76. Xét điểm tuỳ ý M(.x ; y) e ( H ). Ta có : M e (//) o IM^ - MF 2 = 2m 

<=> ^/(.x + m) 2 + (y + m) 2 - >/( 2 : - m) 2 + (y- m) 2 = 2m 

o (.X + m) 2 + (y + m) 2 + (x - m) 2 + (y — tn) 2 

-2 tJ(x + m) 2 + (y + m) 2 .yj(x - m) 2 + (y - m) 2 = Am 2 
2 . ..2 

o X + y = 

= ^ 2 + y 2 + 2m 2 + (2ttix + 2 my).yỊx 2 + y 2 + 2m 2 - (2ffix + 2my) 

o Ị* 2 + y 2 Ị = Ị* 2 + y 2 + 2m 2 Ị - (2ffix + 2myÝ o xy = 

Chú ý rằng : Với m = yỈ2 ta có hypebol y = —• 


77. (//) có hai tiệm cận là : y = -^x hay bx - ay = 0 ; 

ứ 


Ao : y = -—X hay bx + ay = 0. 

a 


Xét M(x ; y) G ( H) thì 


d(M ; Aị),d(M ; A 2 ) 


thì = 1 > hay b 2 x 2 - a 2 y 2 = a 2 b 2 . Khi đó 

a 2 b 2 

I bx - ay\ ịbx + ay| b X - a y — a 2 ồ 2 
= 177b 2 'JJ 7 b 2 = a 2 +b 2 ~a 2 +b 2 


78. a) Xét M(x ; y). Ta có : 

. MB = 2MH <=> MB 2 = AMH 2 o (x - l) 2 + y 2 = 4 Í JC - -Ị 


^ 1v 2 _ 2 = 1 — ± 

<=> 32 : - y = — <=> — 

4 1 


3 


( 1 ) 
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Tập hợp các điểm M cần tìm là hypebol có phương trình (1). 

b) Xét N(x ; y) thì ~ÃN = (x + 1 ; y), BN = (x - 1; y) . Rõ ràng X ^ -1 và 

X ^ 1 (vì nếu không thì các đường thẳng AN hoặc BN không có hệ số góc), 

do đó các đường thẳng AN và BN lần lượt có hệ số góc kị = —> 

X H" 1 

k 2 = ^ - . Khi đó : k\.k 2 = 2 o — - .—^—7 = 2 o —^— = 2 <=> 

1 x-\ 12 X + 1 X - 1 * 2 _ 1 

2 2 

y 2 = 2x 2 - 2 o —— -^- = 1 (2). Tập hợp các điểm N cần tìm là 
hypebol có phương trình ( 2 ) bỏ đi hai đỉnh : (-1 ; 0 ) và ( 1 ; 0 ). 


79. Viết lại phương trình của (//) : 


1 


= 1 . 


a 2 = 1 =>a = 1; b 2 = 4 =>b = 2', c 2 = a 2 + b 2 = 5 =>c = J5 ; e =—= yỈ5. 

v a 

(H) có các tiêu điểm : Fị (-y[5 ; 0), F 2 (y[5 ; 0). 
a) Gọi M(x ; ỵ) là điểm cần tìm. Ta có : 

FịM= ịx + yỈ5; y), F 2 M = (x - y[5 ; y). 

FịMlF 2 M F$.F^M= 0 

o(x + yỈ5)(x - yỈ5) + y 2 = 0 ox 2 + y 2 - 5 = 0 (1) 

M 6 (//)<» 4x 2 -y 2 '-4 = 0 (2) 


Giải hệ (1) và (2), ta được : X = ± 


4Ỉ 


y=± 


í 


Vậy có bốn điểm cần tìm là : 


V5 


\ 


+ 


V 




V5 ;± V5 

b) Gọi N(x ; y) là điểm cần tìm. N e (H) => \NFị -NF 2 \ = 2a = 2. 
Trong tam giác FịNF 2 , ta có : 


F x F 2 = F X N 2 + F 2 N 2 -2.F ỉ N.F 2 N.cosF ỉ NF 2 

= (F { N - F 2 N ) 2 + 2 F { N.F 2 N - 2fìALF 2 W.cosl20° 
= 4 + 3 FịN.F 2 N - 4 + 3.|ữ + ex\.\a - exị = 4 + 3 


2 2 2 
a - e X 


168 



80. 


4 c 2 =4 + 3I1 - 5 x 2 \ o4.5 = 4+ 3I1 - 5 x 2 \o |l - 5 x 2 


16 


2 19 . /19 _ /19 

^ ■* - — o x = 15 ' Thay ■* = ~y 15 v à° phương trình của (//), ta 


15 




V 


+ 4 ; ±4. 

15 Jị 5 


\ 


) 


.4 

tính được ỵ = ± Ỳ= • Vậy có bốn điểm cần tìm là : 

VĨ5 

c) Do (//) nhận Ox, Oy là các trục đối xứng, nên ta chi cần xét những điểm 
(x ; y) của ( H ) mà : X, ỵ nguyên, X > 0, y > 0, tồi sau đó ta tìm những điểm 
đối xứng với những điểm này qua trục Ox và Oy. 

Ta có : 4x 2 - y 2 -4 = Oo (2x -y)(2x + y) =4 (1). 

Do 2x - y, 2x + y nguyên, 2 x + y > 0 và 2x + y > 2x - y, nên từ ( 1 ) ta có 
các trường hợp: 

2 x-y = ỉ 

2x + y = 4 

X = 1 


( 2 ), 


2x — y = 2 
[2x + y = 2 


(3) 


Hệ (2) không có nghiệm nguyên, hệ (3) có một nghiệm nguyên là : 
Vậy những điểm trên (//) có toạ độ nguyên là : (1 ; 0), (-1 ; 0). 


y = 0. 


(h. 116) M(x, y) e (//) <=> 


2 2 
X y 


2 úí 

a b 


c 

,mf 2 = 

c 

a + —X 

a - —X 

a 


a 


MF ị = 


a) OM 2 ■ - MF X .MF 2 = 


2.2 
X + y l - 


2 . 2 
X + y 


a - 


2 

a 


2 2 

a — c 



\ y2 ^ 

2 , 2 

2 

,2 c 2 

1 + 9 

b 2 } 

= X + y - 

C4 

i 

1 


2 . 2 

X + y 


2 J- 

,9 c 2 2 . a 2 . -.2 

- b 2 - ~ry 2 = a + -t/ + y 


-b L - 


a 2 + b 2 2 

-72 y 


2 ,2 

a - b . 
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b) (MF l + MF 2 Ý = (MFj - MF 2 Ý + 4MF V MF 2 = 4a 2 + 4 a 2 - ^jX 2 


= 4a 2 + 4 b 2 + ^-y 2 . 

b 2 


(1) 


4 (OM 2 + b 2 ) 


= 4(x 2 + y 2 + ố 2 ) = 4 jt + 4)> 2 + 4^ 


= 4 a 2 + ~y 2 + 4y 2 + 4b 2 

l * J 

= 4ơ 2 + 4b 2 + 4y 2 —T- + 1 = 4đ 2 + 4b 2 + 

l * 2 J 


4c 2 2 


( 2 ) 


Từ (1) và (2) suy ra điều phải chứng minh, 
c) NM 2 = y 2 . 

h 2 — — h 2 '/,2 1,2 

—T- . NAị.NA 2 = — r-(-JC - ứ)(-jc + ứ) = -—7-(ứ 2 - X 2 ) = -b 2 + -jX 2 
a L a a a 


= -b 2 + b 2 1 + — 


=y. 


Vẫy NM 2 = Kt.NA x .NA 2 . 


81. a) (//) : 


y=4 


- = 1 <» 5jc 2 - 4y 2 -20 = 0. 

= 2; fc 2 = 5 => = >/5 ; c 2 = 


„2 , ,2 

a + b 


c = 3 


(//) có hai nhánh : nhánh trái ứng với X < - 2 , nhánh phải ứng với x>2. 

m 

Hoành độ giao điểm của (H) và A là nghiệm của phương trình : 

5x 2 - 4.{x + m) 2 - 20 = 0, hay X 2 - 8 mx - 4(m 2 + 5) = 0. (1) 

Phương trình (1) luồn có hai nghiệm phân biệt trái dấu với mọi m. Do đó A 
luôn cắt ( H) tại hai điểm M và N thuộc hai nhánh khác nhau. 

Theo giả thiết X M < X N nên M thuộc nhánh trái, N thuộc nhánh phải. 


b) (//) có các tiêu điểm Fj(-3 ; 0), F 2 {3 ; 0). 

F 2 N = a - ^x N = 2 - 1% = ^x N - 2 (do X N > 2). 
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F l M = 


c 


_. 3 

a 

— 

2 + 2 X m 


- ~2 X M ~ 2 (do X M < -2). 


^2^ — 2FjM <=> -rXtf —2—2 ——— 2 <=> 3xpj + 6XfrỊ + 4 — 0 (2) 

I \ 1 ) 

ịx M + x N -Sm ( 3 ) 

X M , X N là nghiệm của (1) nên : < 


X M + X N - 8 m 

X M .X N = -4 {m z + 5) 


(3) 

(4) . 


. v 4 4 

Giải (2) và (3) ta được : X M = -^ - 8 m, X N = ^ + 16 m. Thay Xỵ, Xtf vào (4) 




\ 


ta có : -7- - 8 m 

V 3 J 


í 




j +16« 


) 


= -4(m 2 + 5) o 219m l + 72m - 41 = 0 


<=> m = 


-12 ± VĨ4Ĩ5 


93 


Vậy với m = 


-12 ± VĨ4Ĩ5 _ 


93 


thì F 2 N = 2FjAf. 


82. (h. 117) Giả sử M = (Xo; yo)> su y ra 
V = Ột 0 ; - y 0 )- Do “1 <tn< l,m *0 nên 
-1 < Xq, yo < 1> *0 * 0’ yo * T a có : 
Phương trình đường thẳng AM : 

•* +1 _ _ỵ_ 
x 0 + l y 0 

Phương trình đường thẳng BN : 

X - 1 _ y 

*Ò- 1 “ -yo 


( 1 ). 


( 2 ). 



Toạ độ (x ; y) của K thoả mãn (1) và (2). Nhân từng vế của (1) và (2) với 

2 _ 1 2 

nhau, ta được : ^-z - = ~o" Vì Af e (9ề) nên XQ+ýị= 1, suy ra 

4 -1 -yị 

xị-ì = -yị. Do đó X 2 -ỉ=.y 2 hay X 2 - y 2 = 1. Tập hợp các điểm K là 


hypebol 


1 1 
(-1 ; 0) và (1 ; 0). 

83. (h. 118) 

2 2 

a) Phương trình ( H) '• 2 ~ 72 

a b 



Hình 118 
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2 „2 

Phương trình chung của các đường tiệm cận dị, d 2 là : —7- - = 0. 

ứ b 

Gọi phương trình của A là : 

ax + yỡy + 7 = 0 (a 2 + /?* ^0). 

Giả sử p * 0, khi đó, do vế trái của phương trình ( H ) và phương trình các 
đường tiệm cận giống nhau nên : 

• Hoành độ các giao điểm p và Q của A và (//) là nghiệm của phương trình 
dạng : 

2 

ax + bx + c = 0. 

• Hoành độ các giao điểm M vằ N của A và các tiệm cận là nghiệm của 
phương trình dạng : 

2 

ax + bx + d = 0. 

Ị} 

Gọi /, J lần lượt là trung điểm của PQ và MN, thì ta có : X[ = Xj = ~ 2 ~' 
Suy ra / trùng với J. Vậy MP = NQ. 

Nếu J3 = 0, thì A là đường thẳng vuông góc với Ox. Vì (//) và hai đường 
tiệm cận đểu nhận Ox làm trục đối xứng nên dễ có MP = NQ. 

b) Gọi ũ{m ; rí) (m 2 + n ^0) là vectơ chỉ phương của A và kí hiệu P = (xq', yò). 
Khi đó tồn tại các số t x , t 2 sao cho PM = t x ũ, PN = t 2 ũ. 

t 

_ , . , . X M - x n + Um \x N = Xọ. + t 2 m 

Ta có toạ độ của M và Vlà : J M 01 \ N 0 

yM = yo + hrí y N = yo + h n - 

M, N thuộc hai tiệm cận của ( H) nên tị, t 2 là nghiệm của phương trình : 

(Xẹ + ml_ Ịỵọ + aý = 0 h u _£1,2 + 2 ÍML _MÌ, + , = .0. 

a 2 b 2 U 2 b 2 J [a 2 b 2 J 

2 „2 

DX _ m n , n 

Rõ ràng ^ 0. 

ứ 2 b 2 


Do đó 


ti .to — 


a 2 b 2 


1 2 2 2 » 2 „2 ^2 
m A2 mọ -na 


a 2 b 2 


a 2 .b 2 


Vậy PM.PN = PM.PN = t ì .t 2 .ũ 2 = 2.2 22 ' + không đổi. 


m ò - « ứ' 
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§7. Đường parabol 


84. (h. 119) Kẻ OH vuông góc với A và 
kéo dài OH (về phía H) một đoạn 
HK = R. 

Dựng đường thẳng A' đi qua K và 

song song với A. Khi đó A' cố định 
và không đi qua o. 

Xét đường tròn (^') tâm I tiếp xúc 

ngoài với (*©) tại T và tiếp xúc với A 

tại M. Gọi N là giao điểm của đường 
thẳng ỈM và A 1 . HinhI19 

Ta có : 10 = OT + TI = R + IM 

= IN = d(I ; A'). 

Vậy I nằm trên parabol nhận o làm tiêu điểm và A' làm đường chuẩn. 

85. a) Phương trình có dạng : y 2 = 2px với 2 p = 4. Suy ra p = 2. Vậy parabol 
có : tham số tiêu p = 2, đỉnh ơ(0 ; 0), tiêu điểm F(1 ; 0), đường chuẩn 
A : X = - 1 . 

Parabol được vẽ như hình 120. 

b) 2y 2 - X = 0 o y 2 = ]rX. 

2 p = Ị- =5 p = -7 . Parabol có : đỉnh 0(0 ; 0), 

2 4 

l ■ > , 1 

; 0 , đường chuẩn A : X = - 

8 ) o 

c) 5y 2 = 12* oy 2 = -y*. 

2p = ^- => p = %• Parabol có : đỉnh ơ(0 ; 0), 

5 5 

/ V 3 

tiêu điểm F ^ ; 0 , đường chuẩn A : * = - ~ Hình 120 
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d) 2p = a => p = y. Parabol có : đỉnh 0(0 ; 0), tiêu điểm F — ; 0 


a 


đường chuẩn A : X = —— với a > 0. 

4 

86. Phương trình chính tắc của parabol có dạng y 2 =2px (p> 0). 


a) F(l ; 0) là tiêu điếm => y = 1 => p = 2. 

Phương trình của (P) là y 2 = 4x. 

b) y 2 = lOx ; c) y 2 = 8x. 

d) Từ giả thiết và do ( p ) nhận Ox là trục đối xứng, nên (P) đi qua điểm 
(1 ; 4). Suy ra p = 8. Phương trình của (P) là y 2 = 16x. 

87. a) Kí hiệu (P) là parabol có tiêu điểm F và đường chuẩn A. 

M(x ; y) e (P) <=> MF = d(M ; A) <s> MF 2 = d 2 (M ; A) 

o (x-2f+(y-ì) 2 = ( x + y + v 0 X 2 +y 2 - 2xy - lOx - 6y + 9 = 0. 

Vậy (P) có phương trình : X 2 + y 2 - 2xy - lOx - 6y + 9 = 0. 

b) Xét điểm tuỳ ý M(x ; y) e (P), hãy biến đổi điều kiện MF = d(M ; A) 
qua toạ độ, dẫn đến phương trình y = ax + bx + c. 


88. ' Phương trình các cạnh của tam giác là : y = ± 

89. (h. 121) Gọi H, M' thứ tự là hình chiếu 
của M trên Ox và đường chuẩn d của 
parabol (P), còn 1 là giao điểm của Ox 
và d. Ta có : 

MF = MM' = IH. 


±^-ệ-x, X — 5 = 0. 


IH = IF + FH => IH = p + FM. i 

= p + MF cosa 

p 


MF = 


1 - cosa 
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Do yFN, /ì = 180° - a nên tương tự như trên, ta cũng có 


NF = 


p - p 

1 - cos(180° - a) 1 + cosar 


,s 1 ,1 1-cosa 1+cosa 2 

b) TT7 + -prrr =-" 7 — + ——— = — không đổi. 

p p p 


FM FN 


c) FM.FN = -—g—• Ẹ— =-. 

1 — cos or 1 + cos or 1 — cos 2 or sin 2 or 


FM.FN có giá trị nhỏ nhất <=> sin 2 a lớn nhất <=> sin # = 1 <=> A -L Ox. 


90. (h. 122) Gọi / là trung điểm của MN còn M', /', N' theo thứ tự là hình chiếu 
vuông góc của M, Ị, N trên A. Khi đó 


//’ = ị(MM'+ NN') = ị(MF + NF) 

Á* Á* 

(do M,N e (/»)). 

Vì đường tròn đường kính MN (tâm là /) 
tiếp xúc với A nên 

U' = ^MN. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra MN = MF + NF. Vậy 
M, F, N thẳng hàng. 




Hình Ỉ22 


91. (h. 123) Phương trình đưòng thẳng AB : X - ly - 3 = 0. 
Vì Mộc; y) nằm trên cung AB của (P) nên -1 < y < 3. 


Ta có : S MAB = ^ AB.d(M \AB) = ^-.\/(9 - l) 2 + (3 + l) 2 • , y = - 


= 2\x - ly - 3| = 2|y 2 - 2y - 3 
Ta có /09 = y 2 - ly -3 =(y - l) 2 - 4 > - 4. 
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Suy ra f(y) nhỏ nhất bằng - 4 khi và 
chỉ khi y = 1. Mặt khác,y(-l) =ji 3) = 0. 

Do đó trên đoạn [-1 ; 3], hàm số 
y 2 - 2y - 3 lớn nhất bằng 4 khi và 
chỉ khi y = 1. Vậy S MAB lớn nhất bằng 
8 khi và chỉ khi M = (1 ; 1). 

Hình 123 

92. (h. 124) Chọn hệ trục toạ độ Oxy thích 
hợp saọ cho parabol ( p ) có phương 

trình : y 2 =2 px (p > 0) và A = (ơ ; 0). 

Đường thẳng A đi qua A có phương 
trình : a(x - à) + /3y = 0 (a + Ị? * 0). 

Khi đó tung độ các giao điểm của 
đường thẳng A và ( p ) là nghiệm của 
phương trình : 

y 2 

a-ị— + fĩy - aa = 0 Hình 124 

2 p 

f í 

<=> ay 2 + 2 p/3y - 2 paa = 0 (1). 

Rõ ràng a * 0, vì nếu a = 0 thì đưcmg thẳng A trùng với trục hoành và 
chỉ cắt ( p) tại một điểm. 

Do đó \y M \\y N \ = \y M -y N \ = -^^-=2p\a\. 

93. Chọn hệ trục toạ độ Oxy sao cho 0 trùng A, AB nằm trên tia Ox, AD nằm 
trên tia Oy. Đặt AB = a, AD = b. Hãy tìm toạ độ của l k và chứng minh l k 

nằm trên parabol có phương trình dạng y 2 =2px với p > 0. 

§8. Ba đường cônic 

94. a) Đây là elip có 2 = a — b 2 = 4 => c = 2, ta có các tiêu điểm : Fị= (—2 ; 0), 

2 

Fo = (2 ; 0); các đường chuẩn : X = ±— = ±4. 

c 
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b) Đây là hypebol có 2 = a 2 + b 2 = 35 => c = >/ 35 , ta có các tiêu điểm : 

2 25 

F\ = (-\Í35 ; 0), F 2 = (\Ỉ35 ; 0); các đường chuẩn : X = ±— = ±-ỹ^j . 

/3 \ , 

c) Đây là parabol có p = 3, ta có tiêu điểm F = -3- ; 0 ; đường chuẩn: X = - 

V 2 7 

95. a) Gọi M(x ; y) thuộc cônic. Khi đó MF = e.úf(M ; A) « MF 2 = e 2 .d 2 (M ; A) 
<=>(.* — 3) 2 + (y — ỉ) 2 = X 2 <z> y 2 — 6x — 2y + 10 = 0. 

b) X 2 + |y 2 + 2x-Sy + \l = 0. 

c) a: 2 + y 2 — 4;ty + 4* — lOy — 29 = 0. 

d) 2x 2 — ly 2 + 12 xy + 24x + 32y + 62 = 0. 


96. (h. 125) Xét hypebol (H) : 


y‘ 


= 1 . (H) có: 


a' 


Các tiêu điểm : FẠ—C ; 0), F 2 (c ; 0). 
Các đường chuẩn : 


. a a 

d ] : x = = —7 

e c 


, a a 

dọ : X = — = — 

z e c 


Các tiệm cận : 
• * 


b X y _ r\ 

A, : y = ---X <=> -- + T = 0, 

1 a a b 

. _ b _ A- y _ A 

A 2 ‘.y=_x <=> -7 - T- = 0- 
L a a 0 

Gọi // = úf 2 n A 2 . Suy ra toạ độ của // bằng 





V 


Do đó ỡ// = 




ab 


V 


\ 


) 


; ^2 = 




a 


ab 


ab 


\ 


\ 




c - 


V 


/ 


OH. HF 2 ==- 


ữ 2 


2 > 

a 

ab 

( ab') 


c - 

- — 

+ 


c 

V 

c 

) 

c 

l c ) 


_ „2 _£ 

= ữ-; 


2.2 


a*b 


= a 2 -ị(a 2 +b 2 ) = a 2 - 


2 

ÍỊ.C 2 


= 0 . 


12A- BT HlNH HỌC (NC) 
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Vậy OH _L F 2 H. Do (H) nhận Ox, Oỵ làm các trục đối xứng và Ai, A 2 cũng 
nhận Ox, Oy làm các trục đối xứng nên ta suy ra điều cần chứng minh. 


97. (h. 126) Gọi / là trung điểm của AB ; A', 

B', /' lần lượt là hình chiếu của A, B, I 

:2 

trên đường chuẩn d 2 : X = —— • 

Ta sẽ chứng minh : 

AB 

//’>— <=> AA' + BB' > AB. 

2 

Ta có : 

AB - AF + BF = e.AA' + e.BB' 



= e(AA’ + BB') < AA + BB’ = 2 ir 
(do e < 1). Suy ra điều phải chứng minh. 

98. (h. 127) Làm tương tự như bài 97, ta cũng được : 

AB = e(AA' + BB') > AA' + BB' = 2 lĩ. Vậy đường tròn đường kính AB luồn cắt 

, a 

đương chuấn d : X = —. 

e 




Hình 127 


Hình 128 


99. (h. 128) Gọi A', B' thứ tự là hình chiếu của A, B trên đường chuẩn A của ( p ); 
F là tiêu điểm của ( p ). Ta có : A, B € ( p ) => AF = d(A ; A) = AA', 

BF = d(B ; A) = BB'. Suy ra AF + BF = AA' + BB' = AB. 

Vậy A, B, F thẳng hàng hay AB đi qua F. 
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21 Bài tộp ôn tộp chương III 

t 

100. a) AB = V(3 + l) 2 + (2 - l) 2 = VĨ7 ; A C = ]( 

BC = J(-ị -+ (-1 - 2) 2 = . 


\2 


-í 


,-ị- 3 Ĩ. 

^ 2 J 1 ; 2 

5C 2 = AB 2 + AC 2 = ^ => A ABC vuông tại A 


Các câu b) và c): Học sinh tự giải. 


101. a) Ta có : D = 


D x = 


D y = 


m + 1 - 2 

1 m — 1 

-2 - /Tí - 1 

m - ỉ - rrr 

-m - 1 m + 1 

2 


= m l + 1, 


—/Tí 


1 


= 3 m — 1 , 


3 2 

= A72 + A72 - m - 1. 


D = m +1*0 với mọi m nên Ay và A 2 luôn cắt nhau và giao điểm K của 
chúng có toạ độ 


Ọi 

D 


X 

X = - 


v 3 

y= D 


3m z - 1 
m 2 + 1 

/Tỉ 3 + /Tỉ 2 - /Tỉ - 1 

/n 2 + 1 


b) K e Oy<=> 


3/tt - 1 „ „ 2 


/n 2 + 1 


= 0 <=> 3 /tt — 1=0 <=> m = ± 




102. (h. 129) 

a) Phương trình đường thẳng AB : 


ỉ+ỉ-1. 

ơ a 


Phương trình đường thẳng /4C 


4 + 4 = 1 . 

c a 



Hình 129 
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Toạ độ của điểm M là nghiệm của hệ phương trình : 


b + a . Suy ra \ 
y = m 


X = b - — m 

a 


( b 

hay M = b - --/?? ; /?? 


[y = m 
\ 




a 




Toạ độ của điểm N là nghiệm của hệ : ị 


ị + ị = i 

c a 
y = m. 


c / \ . ■ 

X = c - 1n , c 

Suy ra < a hay N = c - —m ; m . 

_ V a ) 

y = m 

. ( c > .. 

b) N' có toạ độ c — —m ; 0 . Giả sử / = (Xo; yo)> đó ta c ° • 

\ a •) 

b + c b + c 

x ° = “2 2Õ~ m 


( 1 ) 


yo = 


m 


(1) chứng tỏ I thuộc đường thẳng có phương trình tham số : 

b + c b + c 


X = 


y = 


2 a 


m 


với m là tham số 


( 2 ) 


m 


Vì các giao điểm M và V chỉ tồn tại khi 0 < m < a nếu a> 0, hoặc 0 >m>a 
nếu a < 0, nên tập hợp các điểm / là một đoạn thẳng thuộc đường thẳng (2) 
ứng với m nằm trong đoạn [0 ; ã\ nếu a > 0 , hoặc [ a ; 0] nếu a < 0 . 


103. a) ộê) có tâm /(4 ; 3), bán kính R = 2. Dễ thấy toạ độ của M thoả mãn 
phường trình của (^ê) nên M nằm trên ọế). Ta cũng viết được phương trình 
tiếp tuyến của (9ề) tại M là y - 5 = 0. 

b) Đường tròn (^') đối xứng với (*ể) qua đường thẳng À : y = X khi 
có bán kính bằng 2 và có tâm ĩ đối xứng với I qua À. Ta tìm được Ị' = (3 ; 4) và 

viết được phương trình của ) là (jc - 3) 2 + (y - 4) 2 = 4. 
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104. (h. 130) Giả sử Tị = (*! ; yị), T 2 = c x 2 ; y 2 )- Đường tròn ( 9ũ) có tám 0(0 ; 0), 

bán kính /?. Phương trình tiếp tuyến MTị có dạng XịX + y\y = R 2 vằ tiếp 
tuyến MT 2 có dạng 

r>2 

X 2 X + y^yy = R . 


MeMT,,MeMr 2 


*1*0 + yơo = R 
X 2 X 0 + » = Rl - 


y‘ 

\ 

M 

1 0 

/_ X 


y\ 2 




Suy ra (*ị ; yị), (x 2 ; y 2 ) là các nghiệm 
của phương trình XqX + yoy = Fc. (1) 

Vì M nằm ngoài nên Xq + ýị > 0, 

do đó (1) là phương trình đường thẳng. 

Vậy phương trình đường thẳng TịT 2 là 
^+^->=0. Hinh 130 

b) • Xét trường hợp đường thẳng cố định d có phương trình dạng : 
X = a (|ứ| > R). Khi đó M = (a ; y 0 ) và phương trình T{ĩ 2 là ax + yoy - R 2 = 0. 

R 2 > 

Dễ thấy đường thẳng TịT 2 luôn đi qua điểm cố định —; 0 . 

\ J 

• Xét trường hợp đường thẳng d có phương trình dạng y = kx + m. Do d không 
cắt ựể) nên m * 0. Ta có M = (xq ; kx ữ + m). Phương trình dường thảng TịT 2 là 

XqX + (kx 0 + m)y — R =0 hay Xq(x + ky) + my - R = 0. 

Ta tìm được điểm cố định mà đường thẳng T{ĩ 2 luôn đi qua là 


'-kỉ? R 1 ^ 


m 


m 


\ J 

105. a) Gọi m, n thứ tự là các khoảng cách từ điểm viễn nhật và điểm cận nhật 
đến Mặt Trời. 

Khi đó tâm sai của quỹ đạo Trái Đất là : 

I_4ậ 

2c _ (a + c) - (a - c) _ m - n __ 1 m _ 61 _ J_ 


e = 


2 a 


Q + c + ũ — c 


m + n 


. n . 59 60 

1 + 7“ 1 + TT 
m 61 
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b) Theo Câu a), ta có e = ± = ^ => ± = ặ3Õ00ÕÕÕ => c = 1550000. 

Khoảng cách gần nhất giữa Trái Đất và Mặt Trời là : 

a —c = 91450000 (dặm). 

Khoảng cách xa nhất giữa Trái Đất và Mặt Trời là : 

a + c = 94550000 (dặm). 

106. (h. 131) 

a) a = 4 => a = 2 ; b 2 = 1 => b = 1 ; 

2 = a 2 - b 2 = 3 => c = yỊĨ. 

(E) cỏ: 

Các tiêu điểm Fj(-V3 ; 0), F 2 (yj 3 ; 0). 

Các đỉnh /4j(—2 ; 0), /4 2 (2 ; 0), 

# i (0 ; - 1 ), fi 2 (0 ; 1 ). 

T . _ c _ yjỉ 

Tâm sai e = — = Hỉnh 131 

a 2 

a ,4 

Các đương chuấn : X = ±— = ±—^. 

e v3 

b) • Phương trình đường thẳng AịN : nx — 4y + 2 n = 0. 

Phương trình đường thẳng A 2 M : mx + 4y — 2m = 0. 

• Toạ độ giao điểm / là nghiệm của hệ : 

2 (m - n) 


m + n 

h 

c) Phương trình đường thẳng MN : (n — m)x — 4y + 2(m + n) = 0. 

MN cắt ( E ) tại một điểm duy nhất khi và chỉ khi hệ 

(n-m)x-4y + 2(m + n) = 0 (1) 

J.2 có đúng một nghiệm. 

^- + /=1 ( 2 ) 


m + n ,. _ (2(m - rì) mn 
•Vậy /= . - — 


mn 


m + n ' m + n ) 
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(3) 


(1) => y = --[{n - m)x + 2 (m + «)], thay y vào (2) ta được : 

X 2 * 4 + 4- m)x + 2 (m + n)] 2 = 4 
16 

<=> [(« — m) 2 + 4]x 2 + 4(n 2 — m 2 )x + 4 (m + «) 2 — 16 = 0. 
(3) có một nghiệm khi và chỉ khi A' = 0 hay 

4 (n 2 — m 2 ) 2 — [(« —m) 2 + 4].[4(n + mÝ — 16] = 0 


<=> mn = 1. 


(4) 


Suy ra toạ độ của I là 


X = 


y 


2 (m — n) 
m + n 
mn 


1 


m + n m + n 


(5) 


. ( 6 ) 


(5) 


X 2 (m — n) 2 m 2 - 2 mn + n 2 


( 6 ) 


4y 2 = 


(m + lĩ) 

4mn 
(m + ný 


(m + rì)' 
2 


X ọ ^ 9 

. Do đó —— + 4y =1. Vậy tập hợp các giao điẽm / 


2 2 

là elip (£') có phương trình : = 1. 

4 


107. Chọn hệ trục toạ độ Oxy mà Ox đi 
qua A và B, Oy là đường trung trực 

của AB như hình 132a. Kí hiệu dị là 
quãng đường âm thanh đi được từ 
vụ nổ đến thiết bị A, ẩ 2 là quãng 
đường âm thanh đi được từ vụ nổ 
đến thiết bị B, dị và d 2 tính theo 
feet. Khi đó, do thiết bị A nhận âm 
thanh nhanh hơn thiết bị B 2 giây 
nên ta có : 



d 2 - dị = 2200. 


( 1 ) 


Hình 132a 
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Các điểm thoả mãn (1) nằm trên một nhánh 
của hypebol có phương trình : 


y‘ 


= 1 . 


__ i 

a 




_ 5280 _ 2200 _ 1inn 
Ta có : c = ——— = 2640, a - ——— = 1100, 


b 2 =c 2 -ơ 2 = 5759600. 

Vậy vụ nổ nằm trên một nhánh của 
hypebol có phương trình : 


X _ y 

1210000 5759600 


= 1 . 



Hình 132b 


Nhận xét. Trên đây ta chỉ xác định được một nhánh của hypebol mà trên đó 
vụ nổ xảy ra, nhưng không biết chính xác vụ nổ xảy ra ở đâu. Tuy nhiên, nếu 
ta dùng một thiết bị thứ ba c để ghi âm vụ nổ thì ta sẽ xác định được một 
nhánh của hypebol thứ hai với tiêu điểm là 5 và c (hoặc A và C). Khi đó vị trí 
của vụ nổ được xác định tại điểm mà hai nhánh trên cắt nhau (h. 132b). 

108. (h. 133) 



• Hoành độ giao điểm của A và (H) là nghiệm của phương trình : 

9x 2 - 4k 2 x 2 = 36 o (9 - 4k 2 )x 2 = 36. (1) 

• Tung độ giao điểm của A' và ( H) là nghiệm của phương trình : 

9 k 2 y 2 - 4y 2 = 36 <=> (9k 2 - 4)y 2 = 36. (2) 
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A cắt (H) khi và chỉ khi (1) có nghiệm, hay 9 - Ak 2 > 0 <=> ~ <k< 


À' cắt ( H) khi và chỉ khi (2) có nghiệm, hay 9 k 2 - 4 > 0 Cĩ> 


*>! 

* < 4 


Vậy À và À' đều cắt ( H) khi và chỉ khi 


3 . 3 

-ị<k<ị 
2 2 

, 2 , _ ,2 
k < —— hoặc k > — 
3 3 




3,2 
~<k<~— 
2 3 

2 . 3 

=r<k<ị. 

.3 2 


c) Gọi và c là các giao điểm của À và ( H ) ( X A > 0) ; 5 và D là các giao 
điểm của À' và ( H) (y B < 0). 

Do ( H) nhận o làm tâm đối xứng, nên OA = oc, OB = OD, do đó ABCD 
là hình bình hành. Lại có AC vuông góc với BD nên ABCD là hình thoi. 


Giải hệ các phương trình của À và ( H) 


_ _^ 

4 9 

y = kx 


= 1 


ta được A = 
■ 


í 




6 6k ^ 

h - 4 k 2 ’ yỈ9 - 4 k 2 J 


Giải hệ các phương trình của À' và ( H) 


y' 


= 1 


y = 


ta được B = 


í 




6 k -6 

yỈ9k 2 -4 ’ <j9k 2 - 4 


1 


\ 




Ta có S&BCD - 4^0/45 ” 20A.0B . 


^ ,2 2 2 36(Ấ: 2 +1) ^. 

Oi4 = Xa + A —-7"^ ^ 

* * 9 - 4£ 2 


6\/ĩ 


+ k‘ 


■ỉũ^ 


OB 2 = 4 + yi = 3 + 7 

B 9Ẩ: 2 - 4 


ơfl = 


óVT 


+ Ấ: 


V9Ẩ: 2 - 


13A-BT HlNH HỌC (NC) 
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VậyS 


ABCD 


72(1 + k 2 ) 

Ậ9-4k 2 )(9k 2 -4) 


„ x . 1 . 1 
d) Ta có : -—- + — 


OA 1 OB 


9-4 k 2 + 9k 2 - 4 
36(1 + k 2 ) 


36 


Vậy 


1 


1 


OA 2 OB 2 


lớn nhất <=> OA - OB. 


Mà 


• _ lớn nhất o OA.OB nhỏ nhất o Sabcd nhỏ nhất. 

OA 2 OB 2 

Vậy Sabcd nhỏ nhất o OA = OB o 9 - 4 k 2 = 9 k 2 -4ol = íl. 

Vậy diện tích hình thoi ABCD nhỏ nhất khi các đường thẳng Á và A' là các 
đường phân giác của góc phần tư thứ nhất và thứ hai. 

109. a) (h. 134) Gọi M, N là các giao điểm 
của ( p ) và đường thẳng vuông góc với 
Ox tại F. Khi đó, toạ độ của M, N là 


nghiệm của hệ 


x = £ 

2 

y 2 = 2 px. 


Hệ có hai nghiệm là 


í 




2 ,p 




) 


r p. n 

ả-- p 


\ 




Vậy MN = \y M \ + \y N \=2p. 



b) (h. 135) Giả sử A = 

> 

Phương trình đường thẳng BC là 
2 px - (b + c)y + bc 


( 2 > 

a 


í ^ 2 


fc 2 ì 

-T—; a 

, B — 

; b 

, c = 

; c 

2 p 

V ^ ) 


2 p 

\ ^ ) 


2p 


AB = 


V-a 2 


V 


2p 


\b- 


AC = 


í 2 _ 2 
c — a 




2 p 


; c - 


= 0 . 

a 

J 
\ 

a 

J 
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AB 1 ACo AB.AC = 0o(b 2 - a 2 )(c 2 - a 2 ) + 4p 2 (b - a)(c - a) = 0 


<=> (b + a) (c + a) + 4p 2 = 0 <=>ủc + a(b + c) + a 2 + 4p 2 = 0. (2) 
Rút bc từ (2) và thay vào (1), ta được phương trình của BC là 


2 px - á 2 - 4p 2 - (b + c)(ỵ + a) = 0 


(3) 


Dễ thấy đường thẳng BC có dạng (3) luôn đi qua điểm cố định 


M 


r a 2 


\ 




2 p 


+ 2 p ; - a 


) 


Bài tạp trắc nghiệm chương III 


1. (C) 

2. (B) 

6. (D) 

7. (A) 

11. (B) 

12. a) (D), b) (C) 

16. (D) 

17. (A) 

21. (D) 

22. (C) 

26. (B) 

27. (A). 


3. (D) 

4. (C) 

5. (D) 

8. (D) 

9. (C) 

10. (A) 

13. (C) 

14. (B) 

15. (C) 

18. (B) 

19. (D) 

20. (A) 

23. (B) 

24. (C> 

25. (B) 
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BÀI TẬP ÔN TẬP CUỐI NĂM 


A. BỀ BÀI 

1. Cho hình thang ABCD vuông tặi A và B, AB = AD = jBC = 1. Đặt 
AB = ĩ), AD = d. 

a) Biểu thị các vectơ sau đây theo hai vectơ b và d : BD, BC, DC, AC. 

b) Gọi M là trung điểm của AB, N là điểm sao cho DN = ^-£>c • Chứng 

minh AN//CM và BN HDM. 

c) Tính diện tích hai tam giác ANB và DNC. 

d) Tính diện tích hình bình hành tạo bởi các đường thẳng AN, CM, BN, DM. 

2. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng : 

a) a = b cos c + c cos B ; 

b) sinA = sinổ cos c + sinCcosB ; 

c) h a = 2 R sinổsinC ; 

d) bc(b 2 - c 2 )coS/4 + ca(c 2 - a 2 )cosB + ab(a 2 - b 2 )cosC = 0 ; 

e) Nếu H là trực tâm tam giác ABC thì : 

BC 2 + HA 2 = CA 2 + HB 2 = AB 2 + HC 2 . 

3. Tam giác ABC có trung tuyến AAị, đường cao BBị và phân giác CCị đồng 
quy. Tìm hệ thứò liên hệ giữa ba cạnh của tam giác. 

4. Trên các cạnh AC và BC của tam giác ABC lần lượt lấy các điểm M và N 

sao cho -^r = = K trên MN lấy điểm p sao cho = k. Gọi s, 5j 

và s 2 lần lượt là diện tích các tam giác ABC, APM và BPN. Chứng minh 

ìỉs = ìỊĩị + 

5. Cho tam giác ABC với BC = ơ, AC = bvàAB = c. Kẻ đường phân giác AD, 
biết b' = DC, c' = DB. Đặt / = AD. 

a) Tính / theo b, c, b', c'. 

b) Tính / theo a, b, c. 
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6 . Cho đường tròn (O ; R) và một đường thẳng d không cắt đường tròn đó. 
Một điểm / thay đổi trên d. Kẻ tiếp tuyến IT tới đường tròn với T là tiếp 
chêm. Gọi (/) là đường tròn tâm / bán kính r — ĨT. Chứng minh rằng các 
đường tròn (/) luôn luôn đi qua hai điểm cố định khi I thay đổi. 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy cho hai đường thẳng A(m) và A \m) phụ thuộc 
vào tham số m, có phương trình lần lượt là : 

à(m) : V 1 - m 2 X - my = 0, 

ầ\m) : V 1 - m 2 X -ịm + 1 )y + V 1 - m 2 = 0, 

trong đó -1 < m < 1. 

a) Chứng minh rằng khi m thay đổi, đường thẳng A (m) luôn đi qua một 

. và đường thẳng A \wì) cũng luôn đi qua một điểm cồ định. 

b) Tìm toạ độ giao điểm M của A(m) và A \m). 

c) Chứng minh rằng khi m thay đổi, điểm M luôn nằm trên một đường tròn 
cố định. 

d) Với giá trị nào của m thì góc giữa hai đường thẳng A(m) và ầ!(m) 
bằng 60° ? 

8 . Cho đường tròn có phương trình X 2 + y 1 - 4x + 3 = 0. 

a) Xác định toạ độ tâm và tính bán kính của đường tròn (9ọ). 

b) Viết phương ưình đường tròn ($') đối xứng với đường tròn (€) qua 
đường thẳng 4x - 3ỵ = 0. 

c) Gọi M là điểm có toạ-độ M = (0 ; m). Gọi MT và MT là hai tiếp tuyến 
của (W). Viết phương trình đường thẳng di qua hai tiếp điểm T và T. 
Chứng minh rằng đường thẳng TT' luôn đi qua một điểm cố định. 

9. Cho phương trình : X + y - 2mx - 2(m +l)y + 4/77 = 0. (1) 

a) Với giá trị nào của m thì (1) là phương trình của một đường tròn trong 
hệ toạ độ Oxy ? 

b) Khi m thay đổi, tìm quỹ tích tâm của các đường tròn (1). 

c) Chứng minh rằng các đường tròn (1) luôn di qua hai điổm cố định. 
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10. Trong hệ toạ độ Oxy cho bốn điểm P{ 3; 2), <2(-3; 2), /?(-3; - 2), 5(3; -2). 

a) Viết phương trình elip ( E ) và hypebol ( H) cùng có hình chữ nhật cơ sở 
là PQRS. 

b) Tìm toạ độ giao điểm của elip ( E ) với các đường tiệm cận của 
hypebol (//). 

11. Trong hệ trục toạ độ Oxy, cho điểm F = (1; 1) và í/ là đường trung trực của 
đoạn thẳng OF. Viết phương trình đường cônic có tiêu điểm F, đường chuẩn 
d và có tâm sai lần lượt là : 

a) e = \ỊĨ ; b) e = 1 ; c) e = -4=-. 

V2 

B. LỜI GIẢI - H1ĨỚNG DẪN ■ DÁP số 

1. a )BD = ÃD-ÃB = d-ĩr, BC = 2d ,DC = BC-BD = 2d - (d-b) = b + d. 

Ãc = ÃB + BC = b + 2d. 

b) Ta có 

——* ——* ——* h _ -* h 4- 4 d 

CM = AM - AC = ^-(b + 2d) = - , 

. -77? 7777 j b + d b + 4 d 2 ' 

AN = AD + DN = d + —— = ~CM. 

3 3 3 

Vậy CM//AN. 

DM = ÃÃỈ -ÃD = ị-d = b ~^ ề , 

2 2 

n .„ ,; J 7 b + d -2b + Ad 4 —• 

BN = BD + DN = d - b + ——- =---= ~D 

3 3 3 


Vậy DM /IBN. 


' . Ị\Ị / 

c) • Gọi <p là góc hợp bơi NA vằNB, ta có cos^ = -2- 


Theo câụ b) ta có NA.NB = 


ữ + 4dX-2b + 4d) -2 + 16 


11 
9 ■ 
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NA = 


-> . -• \2 Ị— 

b + 4 d y/ĩĩ 


V 


, NB = 





-2b + 4 d 


\2 


V20 




Suy ra : cos ọ = 


>/ 85 ' 


Vậy sin ộ? = -y/l - cos 2 ọ = 


VẼ5 ' 


VA „ c _ 1 MA . _ 1 \/Ĩ7 V20 6 _ 2 

Vậy = ịNAJIB.imọ = = § 


Theo câu a), ta có góc CMD = q >. 


Theo câu b) ta có MC = 



í + 4d 




VĨ7 


, MD = 








V 


-ỉ + 2d 


\2 




V| 

2 ' 


, 7A „ . c . _ 1 , tn ._1 VP7 V5 6 _ 3 

Vậy: Sca/d =ịMC.MD.únọ = ị.-^-.?y.-j= = í. 

d) Do M là trung điểm của AB nên hình bình hành cũng nhận các trung 
điểm của NA và NB làm đỉnh. Vậy diện tích hình bình hành đó bằng nửa 

diện tích tam giác ANB hay bằng 


2. a) Ta có BC = BA + AC. 

Bằng cách nhân hai vế với BC ta được : 

BC = BA.BC + AC.BC « a 2 = ca.cosB + bacosC 

« a = bcosC + ccosB. 


b) Thay a = 2R sinA, b = 2/?sinZ?, c = 2/ỉsinC vào công thức cuối ở câu a), 
ta dược điều cần chứng minh. 


c) Ta có a.h a =2 s = 


abc _ a.2RsinB.2RsinC 


2 R 


2 R 


<=> h 


'a 


- 2/?sinBsinC. 
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d) Chú ý rằng 2bc cos A = b 2 + c 2 - á 2 và từ các công thức tương tự, ta có : 
bc(b 2 - c 2 )cos A + ca(c 2 - a 2 )cosB + ab(a 2 - ồ 2 )cosC = 

= ị[(ồ 2 -c 2 )(ồ 2 +c 2 -a 2 ) + 

+ (c 2 - a 2 )(c 2 + a 2 - b 2 ) + (ứ 2 - ỏ 2 )(ứ 2 + ỏ 2 - c 2 )] = 0. 

e) BC 2 + HA 2 = CA 2 + HB 2 <=> Ãc 2 - CA = ÃÃ? 2 - ÃA 

o(bc + cả)(bc -CĂ) = {bĨỈ + ĩĩa)(bh - ĨĨẢ) 
^bẵ(bc-cĂ) = ba(bh-hă). (*) 

Nếu ta gọi C' là chân đường cao hạ từ c của tam giác ABC thì 
vectơ BC - CA và vectơ BH - HA có hình chiếu trên đường thẳng BA đều 
là BC' - C’A. Vậy đẳng thức (*) được chứng minh và do đó 

BC 2 + HÁ 2 = CÁ 2 + HB 2 . 

Đẳng thức còn lại chứng minh tương tự. 

3. (h. 136) Ta đặt: CA = u, CB = V. 

Khi đó |u| = CA = b và |v| = CB = a. Giả sử 

trung tuyến AAj cắt phân giác CCj tại I, khi đó 
IA _ CA _ 2 b 
Mj CAị a 

hay là a.IA = 2b.IAị. Vì I nằm giữa A và A 1 
nên a.lA = -2 b.IAị B ^ 

<=> a{cĂ-a) = -2b(cA ĩ -CĨ). Hình 136 

_ —? a.CA + 2 bCAì au + bv 

Suy ra c/ =-—TT—— = ————. 

J a + 2b a + 2b 

Do đó ta có 

BÌ = ã-CB = g±g. - V = aũ - (a C }ĩ . 

a + 2b a + 2b 

Vì đưòng cao BB\ đi qua I nên BI.CA = 0, hay [au - (a + b)v].ũ = 0. 
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Suy ra : 


au 2 - (a + b)ũ.v = 0 => a.b 2 — (a + b)abcosC = 0 
=> ab 2 - \ị(a + b)(a 2 + b 2 - c 2 ) = 0 

=> 2 ab 2 - a(a 2 + b 2 - c 2 ) - b(a 2 + b 2 - c 2 ) = 0 
=> -a(a 2 - b 2 - c 2 ) - b(a 2 + b 2 - c 2 ) = 0 
Vậy ta có liên hệ : a(-a 2 + b 2 + c 2 ) = b(a 2 + b 2 -c 2 ). 


4. (h. 137) Từ giả thiết = k' ta suy ra : 

AM _ k MC __ 1 

AC k + ì va AC - k + v 

Tương tự như thế: 

NC _ k NB 1 PM k 
BC ~ k + ỉ' ~BC~ ITT’ ~MN. - k + 1’ 

PN __ 1 

~MN - k + l‘ 


A 



Từ đó suy ra : 


s, =s 


APM - L + \ °AMN 

k k 


k + 1 ’ k + 1 


'ACN 


( k V 


k -+ Vk + Yk + 1 




V 


& + 1 


s. 




Tính toán tương tự, ta có s 2 = 



Vậy 

5. (h. 138) a) Gọi ( o ) là đường tròn ngoại tiếp 

tam giác ABC. Tia AD cắt (ơ) tại E. Ta có 
AD.DE = DB.DC, tức là : 



/. DE = 


E 

Hình 138 
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Dễ thấy hai tam giác AEC và ABD đồng dạng, do đó : 

hay bc = / (/ + DE) = l 2 + l.DE = / 2 + ồ'c'. 

AD AB 

Vậy ta có l 2 = bc -b'c' hay l = Vi>c-Ồ'c'. 

b) Theo tính chất đường phân giác ta có : 

b' _ ò 
c' c 

Từ đó, ta có : 


ồ' ồ c' c ab . ac 

-TỊ—ĩ = 7—. , -7 = T——• Suy ra b = -7-^-, c = -7-— . 
b + c b + c b + c b + c í> + c ủ + c 


Vậy từ câu a), ta có 


ò + c 

6 . (h. 139) Từ o kẻ đường thẳng 

vuông góc với d tại H. Hai 

tam giác vuông OHI và OTI 

có chung cạnh huyền OI, còn 

OH > OT = R (vì d không cắt 
(ơ». Suy ra IH < ĨT. Hình 139 

Vậy đường thẳng OH cắt đường tròn (/) tại hai điểm A và B nào đó đối 
xứng với nhau qua d. 

Ta có ỠT = ÕĂ. ÕẼ = (Õ77 + ~HẢ){ÕH + ~Hb) 

<T> R 2 = (ÕH + VẴ)(ÕH - VẢ) = OH 2 - HA 2 . 




Bởi vậy, nếu đặt OH = h thì HA = HB = \h 2 - R 2 . Suy ra (/) đi qua hai 
điểm A, B cố định. 
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7. a) Hiên nhiên đường thẳng A (m) luôn luôn đi qua gốc toạ độ o. Phương 

trình của A \m) có thể viết dưới dạng : Vl - m 2 (x + 1) - (m + l)y = 0, nên 
A'(m) luôn đi qua điểm (-1 ; 0). 

b) Giải hê Vl - m 2 x - my = 0 

-< 

s Vl - m 2 x - (m + l)y + Vl - m 2 = 0 

ta được giao điểm M có toạ độ X = m và y = Vl — ttí*. 

c) Theo câu b), toạ độ (x ; ;y) của M thoả mãn điều kiện X 2 + y 2 = 1. Vậy M 
luôn nằm trên đường tròn tâm o bán kính R= ỉ. 

d) Gọi <p là góc giữa hai đường thẳng A(m) và A'(wỉ) thì : 



Vậy w = - ị. 

8. a) Tâm đường tròn là 1(2 ; 0), bán kính R= l. 

b) Đường tròn ($) có bán kính bằng 1 và có tâm ĩ là điểm đối xứng với / qua 

đường thẳng d : 4x - 3y = 0. Giả sử r = (x •, y) thì vectơ 11’ = (x - 2; y) 
phải vuông góc với vectơ chỉ phương của dỉầ ũ = (3; 4), tức là 3 (jc - 2) + 4y = 0, 
hay 3x + 4y - 6 = 0. (1) 

phải nằm trên d, tức là : 

4(x + 2) - = 0 hay 4x - 3y + 8 = 0. (2) 


Ngoài ra trung điểm của 11' là p = —4—; X 

12 2 


195 



. 14 48 

Giải hệ hai phương trình (1) và (2) ta được toạ độ /’ là X = ~ 2 ỹ ’ y = 25 • 

rỵ? ( 14Ỹ ( 48 Ý 

Vậy phương trình đường tròn (© ) là ,x + ^ + y —=1. 

V 25 y V 25 y 

c) Hiển nhiên hai tiếp điểm T và T đều nằm trên đường tròn (9pị) có đưòng 

'. . • . ^ __ ( m \ 

kính là MI. Đường tròn đó có tâm là trung điểm Q của MI, Q = 1 

\ 2 

Ị 

và có bán kính r = QỊ = J 1 + ——. Vậy (© j) CÓ phương trình : 

/ _ \2 2 

/ - \2 /72 ^ /72 , 2 2 

(jt -1) + y -- 7 T = 1 + - hay JC + y - 2jt - /72jy = 0. 

V 2 J 4 

í' 

Hai tiếp điểm r và T' là giao điểm của hai đường tròn ộê) và (fo\) nên toạ 
độ của chúng là nghiệm của hệ : 

X 2 + ý 1 - 4x + 3 = 0 

< 

X 2 + y 2 - 2x - my = 0. 

Từ hai phương trình trên, ta suy ra 2x — my -3 = 0. (*) 

Toạ độ của T và T là các nghiệm của hệ phương trình trên nên cũng là 
nghiệm của phương trình (*). Suy ra (*) chính là phương trình của đường 

_ / 3 N 

thẳng 7T\ Đường thẳng đó luôn đi qua điểm cố định s ^; 0 . 

V2 J 

a) Viết (1) dưới dạng : 

c* - m) 2 + (y - m - l) 2 = m 2 + (/72 + l) 2 - 4/72 = m 2 + (/72 - l) 2 . 

Vì m 2 + (/72 - l) 2 > 0, 

với mọi /72 nên (1) là phương trình đường tròn với mọi /72. 

b) Tâm I của đường tròn (1) có toạ độ : X = m ; y = m + ỉ. Sùy ra quỹ tích 
các điểm I là đường thẳng có phương trình y = X + 1 . 

c) Ta tìm cặp số c *0 ; y 0 ) sao cho Xq + yQ - 2/71*0 - 2(/72 + l)y 0 + 4/72 = 0 
với moi /72. 
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Biến đổi đẳng thức trên ta có : 2m(2 - x 0 - y 0 ) + xị + yị - 2y 0 =0 với 
mọi m. 

9 

Từ đó suy ra : 2 - * 0 - y 0 = 0 và x 0 2 + y 0 2 - 2y 0 = 0. Giải ra ta có hai cặp 

số (1 ; 1) và (0 ; 2) là nghiệm. Vậy đường tròn (1) luôn đi qua hai điểm cố 
định 4(1; 1) và£(0; 2). 

10. a) Trục lớn của ( E ) là 2 a = PQ = 6, và trục bé là 2b = QR = 4. Vậy a = 3, 
b = 2. Elip ( E ) có phương trình 



Tương tự ( H ) có phương trình —T — = 1. 

9 4 

2 2 

b) Hai đường tiệm cận của (H) có phương trình chung là --— = 0. 

Giải hệ gồm hai phương trình (của ( E ) và của hai đường tiệm cận), ta tìm 
được toạ độ của bốn giao điểm là 

V /V Jv /V ) 

11. Đường trung trực d của OF cố nhiên đi qua điểm (0 ; 1) và (1 ; 0) nên d, 
có phương trình ^ + y - 1 = 0. Với mọi điểm M(x ; y), gọi MH là 

X + y — 1 

khoảng cách từ M đến d thì MH = ——4r —- và khoảng cách từ M đến F 

v2 

là MF = 7Ũ-Ĩ?+Ỡ-Ĩ?- 

a) Cônic có tâm sai e = -s/2 là một hypebol. Ta có : 

^- = y/2 o MF 2 =2MFl 2 o{x-\) 2 +{y-\) 2 ={x + y-\) 2 <>2xy = \. 

MH 

, . . . 1 

Vậy hypebol đó có phương trình 2 xy = 1, hay cũng có thê viết y = —. Đó 
là hypebol đã biết ở cấp Trung-học cơ sở. 
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b) Cônic có tâm sai e = 1 là một parabol. Ta có : 

MF 2 2 

-7777 = 1 <=> M/ 72 = M// 2 

MH 

<=>(*-1) 2 + Cy - l) 2 = ịu + y - l) 2 

<=> X 2 + y 2 - 2xy - 2x - 2y + 3 = 0. 

Parabol có phương trình là (X - y) - 2{x + y) + 3 = 0. 

. ỉ * s. rr, , 

c) Cônic có tâm sai e = —j= là đương elip. Ta có : 

\2 

MF 1 2 . ...2 

-7777 = —7= <=> 2MF l = MH 2 

MH 72 

o 4(* - l) 2 + 4(y -ỉ) 2 = (x + y - l) 2 
<=> 3(x 2 + y 2 ) - 2xy - 6(x + .y) + 7 = 0. 
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